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Тема 1. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 

 

Задание 1. Постройте на плоскости векторы n и m, яв-

ляющиеся линейными комбинациями заданных векторов. 

0 1 2 3 4 5 6
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100x 2000

x

 
 

ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЯ 1. 

 

Номер 

варианта 

Вектор  n Вектор  m 

 

1 
n = –

3

2
a1 + 2b1 – 1

3

2
b5 

m = 2 a1 

 

2 
n = 2a2 –

3

1
b1 + 1

3

1
c1 

m = 3 a2 

 

3 
n = 0.5a3  – 1

4

1
b3 + 

3

2
a7 

m = – 2 a3 

 

4 
n = –

4

3
a4  + 2c4 – 1

3

2
b2 

m = 3 b1 

 

5 
n =  1.5a5  – 

4

3
c3 + 2b3 

m = – 5 b2 

 

6 
n = –

3

2
a6  + 2b3 + 2

4

1
b5 

m = 5 b3 

a1 

a2 

a3 

a4 
a5 a6 a7 

b1 b2 

b3 

b4 

b5 c1 c2 

c3 

c4 
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7 
n = 1

3

2
a7  – 0,5b3 - 

4

1
c4 

m = 2 c1 

 

8 
n = 1,5a1 – 

3

2
b2 – c1 

m = – 2 c2 

 

9 
n = – 0,5a2  + 

3

1
b5 – 1

3

1
c4 

m = 3 c3 

 

10 
n = 2a3  + 0,5c3 – 1

3

2
b1 

m = 3 b5 

 

11 
n = –

3

2
a2  + 2c3 + 1

3

2
b4 

m = 2 a4 

 

12 
n = 2a3  – 

3

1
c4 + 1

3

1
b2 

m = 3 a5 

 

13 
n = 0,5a4  – 1

4

1
c2 + 

3

2
b5 

m = – 2 a6 

 

14 
n = –

4

3
a5 + 2b3 – 1

3

2
c1 

m = 3 b4 

 

15 
n =  1,5a6  –

4

3
b1 + c2 

m = – 5 b5 

 

16 
n =  –

3

2
a7  + 2a3 + 1

4

1
b5 

m = 5 b1 

 

17 
n =  1

3

2
a1  – 0,5b1 – 

4

1
b5 

m = 2 a7 

 

18 
n = 1,5a2 – 

3

2
a4 – b5 

m = – 2 a2 

 

19 
n = – 0,5a3  + 

3

1
c3 – 1

3

1
b4 

m = 3 a3 

 

20 
n = 2b4  + 0,5a7 – 1

3

1
b1 

m = 3 a5 

 

21 
n = 

3

2
a1  – 2b1 + 1

3

2
b5 

m = 2 a2 
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22 
n = – 2a2  + 

3

1
b1 – 1

3

1
c1 

m = 3 a1 

 

23 
n = –0,5a3  – 

3

2
a7 + 1

4

1
b3  

m = – 2 a1 

 

24 
n = 

4

3
a4  + 1

3

2
b 2  – 2c4  

m = 3 b3 

 

25 
n = – 1,5a5  – 2b3 + 

4

3
c3 

m = – 5 b1 

 

26 
n =  – 

3

2
a6  – 2b3 – 2

4

1
b5 

m = 5 b2 

 

27 
n = –1

3

2
a7  + 0,5b3 + 

4

1
c4 

m = 2 c2 

 

28 
n = – 1,5a1  + 

3

2
b2 + c1 

m = – 2 c1 

 

29 
n = 0,5a2  – 

3

1
b5 + 1

3

1
c4 

m = 3 b3 

 

30 
n = – 2a3  + 1

3

2
b1 – 0,5c3  

m = 3 a1 

 

Пример.  Даны векторы a, b, c, d:  

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

5

6

100x 2000

x

 
Постройте на плоскости векторы n и m:   

a 

b 

c 

d 
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n = 2a  + 0,5b –
3

2
c – 

3

1
1 d ,  m = 3 a. 

 Решение. 

1) Построение вектора n. 

Сначала построим векторы  2a, 0,5b,  
3

2
c  и 

3

1
1 d. 

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

5

6

100x 2000

x

 

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

5

6

100x 2000

x

 
 

 

Теперь построим вектор n методом многоугольника:  

 n = 2a  + 0,5b –
3

2
c – 

3

1
1 d = 2a  + 0,5b + (–

3

2
c) + (–

3

1
1 d ) .

  

2a 

0,5b 

a 

b 

Для увеличения длины  
вектора a в k раз (k є N)  

необходимо на прямой,  

параллельной этому век- 

тору, отложить k длин  

вектора a. 

Для уменьшения длины  

вектора b в k раз (k є N) 

 удобно воспользоваться  

теоремой Фалеса:  

построить угол, одна из 

сторон которого парал- 

лельна вектору b, и на 

другой стороне отложить  

k равных отрезков; конец 

последнего из них соеди- 

няем с концом вектора b  

и через точки деления  

проводим  параллельные 

прямые. 

c 3

2 c 

d 

3

1 d 

3

1
1 d 
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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2) Построение вектора m = 3 a. 

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

5

6

100x 2000

x

 
 Искомый вектор m сонаправлен вектору a, так как 

получен из него умножением на положительное число. Для 

нахождения длины вектора m воспользуемся теоремой 

Пифагора: построим прямоугольный треугольник с катета-

ми длины |a|, тогда длина гипотенузы будет равна 2 |a|, 

т.к. |a|
2
+|a|

2
=2·|a|

2
; затем  построим прямоугольный тре-

угольник с катетами длины |a| и 2 |a| – длина гипотенузы 

будет равна 3 |a|, т.к. |a|
2
+( 2 |a|)

2
 =3·|a|

2
. Отложив на лу-

2a 
0,5b 3

2
 c 

3

1
1 d n 

| a | | a | 

2 | a | | a | 

3 | a | 

m 
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че, сонаправленнном вектору а, найденный отрезок, полу-

чим вектор m. 

 

Задание 2. Зная длины векторов m и n и угол  между 
этими векторами, найдите число C. 

                 

               ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЯ 2. 

 

Но-

мер 

вари- 

анта 

 

|m| 

 

|n| 

 

 

 

a,  

b 

 

C 

1 3 3 

3


 

–5m–4n 

3m+6n 
(–2a +

3

1
b)(a + 2b) 

2 1 3  –2m+3n 

4m –n 

(3a + 2b) (–2a + 4b) 

3 4 5 

3

2
 

5m–2n 

–3m–n 

(2a + 3b) (–a + 5b) 

4 3 2 

3


 

5m+2n 

–6m–4n 
(–a + 

2

1
b) (2a + 3b) 

5 2 3 

3


 

3m–2n 

–4m+5n 

(2a – 3b) (5a + b) 

6 2 4 

3

2
 

2m – 5n 

–3m+4n 

(3a – 4b) (2a + 3b) 

7 2 5 

3

2
 

3m + 2n 

–4m–2n 
(a – 3b) (0a + 

2

1
b) 

8 3 2  5m + 2n 

m–4n 

(a – 2b) (3a – 4b) 

9 3 6 

3

2
 

–3m–2n 

m + 5n 

(–a + 2b) (a + b) 

10 4 1 

3

2
 

5m–3n 

4m+2n 
(2a – 

2

1
b) (3a – 0b) 



 9 

11 6 3 

3


 

–2m+3n 

3m–6n 
(3a – 

3

1
b) (a –2b) 

12 3 2 

3


 

–2m–4n 

3m+n 
(–

2

1
a + 3b) (a +2b) 

13 4 5 

2


 

4m+3n 

–m+2n 

(2a – 3b) (a +2b) 

14 2 5 0 –2m+3n 

5m+n 

(–3a +4b) (2a +3b) 

15 4 7 

3

2
 

4m–3n 

5m+2n 

(–3a +2b) (2a – b) 

16 5 4  –5m+3n 

2m+4n 
(–3a +

2

1
b) (–a + b) 

17 2 5 

2


 

5m–2n 

3m+4n 

(2a + 3b) (a – 2b) 

18 3 4 

3


 

7m–3n 

2m+6n 
(3a –

2

1
b) (2a + b) 

19 6 3 

3

2
 

4m–5n 

–m+3 n 

(2a – 5b) (a + 2b) 

20 1 6 

2


 

3m–5n 

–2m+3n 

(4a + 5b) (a – 2b) 

21 2 7  –5m–6n 

2m+7n 

(–2a + 5b) (a + 3b) 

22 2 9 

3


 

–7m+2n 

4m+6n 

(a + 2b) (–a + 3b) 

23 2 9 

3

2
 

5m+4n 

–6m+2n 
(3a + 2b) (a – 

2

1
b) 

24 2 11 

2


 

–5m–7n 

–3m+2n 

(–3a + 4b) (–a + 2b) 

25 4 3 

3

2
 

5m–8n 

–2m+3n 

(2a – 3b) (a + 2b) 
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26 3 2 

2


 

2m+n 

3m–2n 
(

2

1
a + b) (a – 3b) 

27 1 4 

3


 

–2m+4n 

–m+5n 
(–4a +2b) (

2

1
a + b) 

28 5 3 

2

3
 

4m–3n 

–6m–n 
(a – 2b) (a –

2

1
b) 

29 3 6 . 3m+n 

4m+2n 

(–a – 3b) (2a + 4b) 

30 2 7 

2


 

–2m–n 

–6m+4n 

(–3a + b) (–a + 2b) 

 

Пример. Зная длины векторов |m| = 2 и |n| = 4 и угол 

между этими векторами α=
6

5
, найдите  С=(2a –b)

2
, где  

a = 3m–n,  b = 2m–4n. 

Решение.   

С=(2a –b)
2
=(2(3m–n)–(2m–4n))

2
=(6m–2n–2m+8n)

2
=(4m+ 

+6n)
2
=16m

2
+48m·n+36n

2
=16|m|

2
+48|m|·|n|·cos(α)+36|n|

2
= 

=16·4+48·2·4cos 






 

6

5
+36·16 = 640+384cos 







 


6
 = 640 – 

–384cos 






 

6
 = 640 – 384·















2

3
 = 640 – 192 3 . 

Ответ: С = 640 – 192 3 . 

 

Задание 3. Используя рисунок, представьте векторы a и b 

как линейные комбинации векторов е1 и е2. 

 

ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЯ 3. 

1 – 15. 

 Дан параллелограмм ABCD. Точки E, F, M, N делят 

стороны AB, BC, CD, DA в отношении 1 : 2, считая от то-
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чек А, В, С, D соответственно; O – пересечение диагоналей 

параллелограмма. 

Номер 

варианта 
a B е1 е2 

1 AC  OF  AB  ND  

2 AF  OM  AB  ND  

3 DB  ON  AB  ND  

4 FN  OE  AB  ND  

5 AB  OM  CF  AO  

6 OF  CN  CF  AO  

7 ON  MF  CF  AO  

8 OE  CD  CF  AO  

9 BC  EA  OF  OC  

10 ND  MC  OF  OC  

11 MD  ON  OF  OC  

12 NA  EF  OF  OC  

13 AB  OM  EB  OA  

14 OD  FC  EB  OA  

15 CD  MN  EB  OA  

 

16 – 30. 

Дана равнобедренная трапеция ABCD. Точки E, F, 

M, N – середины сторон AB, BC, CD, DA соответственно. 

Точка О пересечения диагоналей трапеции делит их в от-

ношении 1:2, считая от вершин B и С.  

 

Номер 

варианта 
a B е1 е2 

16 AD  OF  AE  OD  

17 AO  ON  AE  OD  
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18 BN  FC  AE  OD  

19 BC  EF  AE  OD  

20 BD  OF  FC  DM  

21 NF  MO  FC  DM  

22 FM  EN  FC  DM  

23 BA  ME  FC  DM  

24 OE  NM  OA  OB  

25 FC  OM  OA  OB  

26 ND  OF  OA  OB  

27 CM  ON  OA  OB  

28 BE  EN  OF  ND  

29 DM  EM  OF  ND  

30 FE  NM  OF  ND  

 

Пример.  Дан треугольник ABC. Точки М, S – сере-

дины AB и АС соответственно, точка N делит СМ в от-

ношении 1:2, считая от точки С. Представьте вектор 

BS  как линейную комбинацию векторов MB  и CN . 

 

 

 

 

 

 

Решение.  

BS  = BA  + AS , BA  = –2 MB , значит, BS  = –2 MB + AS . 

AS =0,5 AС =0,5( AM + MC )=0,5( MB +3 NC )=0,5( MB – 

–3CN ). Следовательно, BS = –2 MB +0,5( MB –3CN )= 

 –1,5 MB –1,5CN . 

Ответ: BS  = –1.5 MB – 1.5CN . 

N 

S 

M B 

C 

A 
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Задание 4. Используя рисунок, найдите координаты век-

торов a и b в базисе (е1, e2, е3). 

Дан параллелепипед ABCDA1B1C1D1. Точки E, F, M, 

N делят ребра AB, BC, CD, DA в отношении 1:2 соответст-

венно. Точки E1, F1, M1, N1 – середины ребер A1B1, B1C1, 

C1D1, D1A1 соответственно. Точки P, R, S, T делят ребра 

AA1, BB1, CC1, DD1 в отношении 1:3 соответственно. O – 

точка пересечения диагоналей параллелепипеда 

ABCDA1B1C1D1. 

 

ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЯ 4. 

 

Номер 

варианта 
a b е1 е2 е3 

1 DB  1OD  DN  DM  DT  

2 
1DC  PS  DM  DT  DN  

3 
1DA  1EM  DT  DN  DM  

4 
1SM  OE  DN  DT  DM  

5 FC  1ON  BF  BR  BE  

6 
1CB  1MF  BR  BE  BF  

7 NM  TO  BE  BF  BR  

8 
1RB  TF1  BF  BE  BR  

9 PD1  SO  AP  AE  AN  

10 
1AC  TR  AE  AN  AP  

11 PA1  OM1  AN  AP  AE  

12 CE  1TE  AP  AN  AE  

13 CB1  OR  CM  CF  CS  

14 EN  TE1  CS  CM  CF  

15 AN  PT  CF  CS  CM  
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16 CC1  NO  CM  CS  CF  

17 
1OB  EN1  RB1  11EB  11FB  

18 
1RF  TE  11FB  RB1  11EB  

19 
11FD  EM1  11EB  11FB  RB1  

20 RN1  PM  RB1  11FB  11EB  

21 
1NN  OT  11EA  11NA  PA1  

22 
1EE  MR  PA1  11EA  11NA  

23 
11BE  RM  11NA  PA1  11EA  

24 
1AN  NS  11EA  PA1  11NA  

25 
1CD  ET  11NC  11MC  11FC  

26 
1MN  EO  11FC  11NC  11MC  

27 
11NE  OP  11MC  11MC  11NC  

28 
11FN  OA  11NC  11FC  11MC  

29 
1TN  1OB  11MD  TD1  11ND  

30 
11FE  MO  11MD  TD1  11ND  

 

Пример.  Дана правильная четырехугольная пира-

мида SABCD. Найти координаты векторов OS , DC , FE  

в базисе OA  = е1, OK  = е2, OR  = е3, если O – точка пере-

сечения диагоналей основания ABCD; BE:ES=2:1; 

AF:FD=1:3; OR:RS=2:3; OK=KD.  

 

 

 

 

 

 

 

K 

C 

S 

D 
A 

B 

O 

R 

F 

E 
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Решение. 1) OS ||OR и  RS=1,5OR , значит, 

OS =OR + RS =OR +1,5OR = 2,5OR  = 2,5e3. 

Итак, OS = 2,5e3, следовательно, OS = 0е1+0е2+2,5е3, то 

есть в данном базисе OS  имеет координаты (0; 0; 2,5). 

2) DC = DO +OC = –2OK +(–OA ) = –e1 – 2e2, т.к. 

KD = KO, OC=OA, DO ↑↓OK , OC ↑↓OA . Итак, DC = –e1–

2e2, следовательно, DC = –1е1–2е2+0е3, то есть в данном 

базисе DC  имеет координаты (–1; –2; 0). 

3) FE = FA  + AB + BE . Найдем каждое слагаемое. 

а) Поскольку, по условию, DF=3FA и DF FA , то  

DA= DF + FA=3 FA+ FA=4 FA . Значит, FA=0,25 DA . 

          С другой стороны, DA=OA–OD =OA–2OK =e1– 2e2. 

Значит, FA  =0,25e1–0.5e2. 

б) Так как AB = DC , то  AB = –e1–2e2 (см. пункт 2). 

в) По условию ES = 0,5BE. Перейдем к векторным ра-

венствам: 

 BS  = BE + ES  = BE + 0,5 BE  = 1.5 BE , 

 BS  = BO +OS  = 2OK + 2,5OR = 2e2 + 2,5e3. 

Значит, BE = 
3

4
e2 + 

3

5
 e3. 

Подставляя найденные выражения в равенство 

FE = FA  + AB + BE , получаем: 

FE =(0,25e1–0,5e2)+(–e1–2e2)+(
3

4
e2+

3

5
e3)= –

4

3
e1–

6

7
e2+

3

5
e3. 

Итак, в данном базисе FE  имеет координаты (–
4

3
;–

6

7
;

3

5
). 

Ответ: OS (0;0;2,5); DC (–1;–2;0); FE (–
4

3
;–

6

7
;

3

5
). 
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Задание 5. Для векторов a, b, c  найдите координаты век-

тора  d; найдите проекцию вектора c на вектор b; опреде-

лите тип угла между векторами а и b–c (острый, прямой, 

тупой). В каждом случае постройте геометрическую ин-

терпретацию. 

 

ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЯ 5. 

 

Номер 

варианта 
a B c d 

1 (2;6) (–1;3) (–5;7) 0,5a + 2b – c 

2 (–2;3) (3;–4) (2;5) 2a + b + c 

3 (–3;–2) (1;–5) (–4;3) a – b + 2c 

4 (–6; 3) (4;1) (–3;–3) a + 2b + 2c 

5 (2;5) (–3;2) (–2;–6) a + 2b + c 

6 (5;–4) (3;4) (–5;2) a + b + 2c 

7 (–2;–7) (–6;3) (1;–2) a – b – 4c 

8 (3;5) (–4;–2) (1;–6) a + 2b + c 

9 (–2;–6) (–3;5) (6;–2) a – b – c 

10 (0;8) (–6;2) (–3;–3) 0,5a + b – 2c 

11 (–3;–1) (2;5) (–1;–4) –2a – b + c 

12 (5;5) (1;9) (–2;–4) a – b – 2c 

13 (1;7) (–6;2) (–4;–2) 2a – b – c 

14 (6;2) (–1;8) (0;–5) a – b + 2c 

15 (2;–5) (–3;–6) (1;4) 2a – b – 2c 

16 (–4;0) (–2;–3) (1;1) a + 2b – 3c 

17 (1;3) (–2;5) (–1;–1) 3a – b +2c 

18 (6;8) (–5;–1) (3;1) 0,5a + b – 2c 

19 (–2;–6) (–4;2) (–1;5) a + 0,5b + c 

20 (1;6) (5;0) (–4;2) a + b + 2c 

21 (6;8) (1;–1) (–2;–2) 0,5a –3b + c 

22 (–2;3) (5;–2) (8;12) a + b – 0.5c 

23 (6;1) (1;4) (–4;–1) a – 2b – 2c 

24 (–6;–10) (–1;–2) (2;3) 0,5a – 2b + c 
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25 (2;8) (–6;1) (–4;–1) 0,5a + b + 2c 

26 (–4;1) (–6;–9) (5;3) 
a – 

3

1
b + c 

27 (3;2) (1;7) (–4;–5) 2a – b + c 

28 (0;–7) (–4;–1) (1;2) –a –2b –2c 

29 (3;4) (–5;1) (1;5) 2a + b –2c 

30 (–2;5) (4;1) (0;6) –2a + 2b + 0,5c 

 

Пример. Для векторов a(1;–1), b(2;3), c(–8;10) най-

дите координаты вектора d=3a–2b+0,5c; найдите проек-

цию вектора c на вектор b; определите тип угла между 

векторами 3а и b–c (острый, прямой, тупой). В каждом 

случае постройте геометрическую интерпретацию. 

 

Решение.  

1)Вычислим координаты вектора d = 3a – 2b + 0.5c: 

d =3(1;–1) –2(2;3)+0,5(–8;10) = (3;–3) –(4;6)+(–4;5) =  

=(–5;–4). 

Геометрическая интерпретация линейных операций над 

векторами a, b, c  на координатной плоскости: 

 

109 8 7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 910

10
9
8
7
6
5
4
3
2
1

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

y x( )

x  

0.5c 

3a 

2b 

-2b 
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109 8 7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 910

10
9
8
7
6
5
4
3
2
1

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

y x( )

x  
2)Найдем проекцию вектора c на вектор b: 

13

1314

13

14

32

103)8(2
пр

22










b

cb
c

b
 

Геометрическая интерпретация проекции вектора c на век-

тор b: 

109 8 7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 910

10
9
8
7
6
5
4
3
2
1

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

y x( )

x  
3)Найдем косинус угла между векторами 3а и b–c: 

 3а=(3;–3), b–c =(10;–7), 





cba

cba )(
cos  

3a 

-2b 

d 

0.5c 

с 

b 
прbc = 

13

1314  
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0
298

17

2983

51

14918

51

)7(10)3(3

)7()3(103

2222








, 

следовательно, угол α между векторами 3а и b–c – острый. 

109 8 7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 910

10
9
8
7
6
5
4
3
2
1

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

y x( )

x  

Ответ: d=(–5;–4); 
13

1314
пр c

b
;  

угол между векторами 3а и b–c – острый. 

 

Задание 6. Для векторов a, b, c  найдите координаты век-

тора r; найдите координаты векторного произведения 

aхb; вычислите смешанное произведение abc; укажите, 

правой или левой является упорядоченная тройка векторов 

(a,b,c). В каждом случае постройте геометрическую ин-

терпретацию. 

 

ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЯ 6. 

 

Номер 

Варианта 
а b c r 

1 (5;4;1) (–3;5;2) (2;–1;3) a + b – 2c 

2 (2;–1;4) (–3;0;–2) (4;5;–3) 2a + 3b – c 

3 (–1;1;2) (2;–3;–5) (–6;3;–1) 4a + 2b + c 

4 (1;3;4) (–2;5;0) (3;–2;–4) a – b + 2c 

b 

с 

3a 

b-c 

b-c 

Для нахождения угла α 

 на чертеже  

отложим вектор b–c  

от начала вектора 3a. 

 

 

298

17
cos   

α 
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5 (1;–1;1) (–5;–3;1) (2;–1;0) 5a + b – 2c 

6 (3;1;2) (–7;–2;–4) (–4;0;3) a + b – c 

7 (–3;0;1) (2;7;–3) (–4;3;5) 2a + b – c 

8 (5;1;2) (–2;1;–3) (4;–3;5) a + 2b + c 

9 (0;2;–3) (4;–3;–2) (–5;–4;0) a + b + c 

10 (3;–1;2) (–2;3;1) (4;–5;–3) 3a + 2b – c 

11 (5;3;1) (–1;2;–3) (3;–4;2) a + 2b + c 

12 (3;1;–3) (–2;4;1) (1;–2;5) 2a + b + c 

13 (6;1;–3) (–3;2;1) (–1;–3;4) a + 2b + 2c 

14 (4;2;3) (–3;1;–8) (2;–4;5) a + b + c 

15 (–2;1;3) (3;–6;2) (–5;–3;–1) a + b – c 

16 (1;3;6) (–3;4;–5) (1;–7;2) a + b + c 

17 (7;2;1) (5;1;–2) (–3;4;5) a – b – c 

18 (3;5;6) (–2;7;–5) (6;–2;1) a – b – c 

19 (5;3;2) (2;–5;1) (–7;4;–3) a + b + c 

20 (11;1;2) (–3;3;–4) (–4;–2;7) a + b + c 

21 (9;5;3) (–3;2;1) (4;–7;4) a + 2b + c 

22 (7;2;1) (3;–5;6) (–4;3;–4) a + b + c 

23 (1;2;3) (–5;3;–1) (–6;4;5) 2a + b – c 

24 (–2;5;1) (3;2;–7) (4;–3;2) a + b + c 

25 (3;1;2) (–4;3;–1) (2;3;4) a + b – 2c 

26 (2;1;1) (–3;2;0) (1;–1;–1) 2a + 2b – 3c 

27 (3;2;5) (4;–2;1) (3;3;3) a – 2b – c 

28 (–4;2;1) (3;–3;0) (1;1;1) 2a + 2b – c 

29 (5;6;–2) (–4;1;1) (2;1;1) a + 2b – 2c 

30 (3;1;1) (0;–1;2) (–4;3;1) 2a – 3b + c 

 

 

Пример. Для векторов a(5;3;4), b(–3;2;0), c(3;–2;–4) 

найдите координаты вектора r=a+b–2c; найдите коорди-

наты векторного произведения aхb; вычислите смешанное 

произведение abc; укажите, правой или левой является 

упорядоченная тройка векторов (a,b,c). В каждом случае 

постройте геометрическую интерпретацию. 
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          Решение.1)Вычислим координаты вектора r=a+b–2c: 

r = a+b–2c = (5; 3; 4) + (–3; 2; 0) – 2(3; –2; –4) = (–4; 9; 12). 

      Построим геометрическую интерпретацию линейных 

операций над векторами a, b, c. Для построения вектора 

a(5;3;4) необходимо провести прямые, параллельные осям 

координат Ох и Оу, через точки (0;3;0) и (5;0;0) соответст-

венно. Через точку пересечения этих прямых надо провес-

ти прямую, параллельную оси Oz, и отложить на ней от 

точки пересечения 4 единицы вверх. С полученной точкой 

соединим  начало координат. Вектор a(5; 3; 4) построен.  

y x( )

x  
 

y x( )

x  

5 

3 

0 

4 

X 

Y 

Z 

Аналогично построим векторы b  и  –2с. 

 

Y 

X 

Z 

-3 

2 

a 

b 

-4 

-2 

c 

-2c 

 

3 
-6 

4 

8 
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y x( )

x  
Для построения вектора r = a + b –2c воспользуемся 

правилом многоугольника. Легко проверить, что конец по-

строенного вектора r имеет координаты (–4;9;12), то есть 

координаты вектора r получаются те же, что уже были вы-

числены. 

2)Найдем координаты векторного произведения 

a⨯b: 











 kji

kji

ba
23

35

03

45

02

43

023

435  

= kji  19128 . Значит, a⨯b = (–8;–12;19 ). 

Геометрическая интерпретация модуля векторного 

произведения: │a⨯b│= 56919)12()8( 222   – площадь 

параллелограмма, построенного на векторах a и b. 

 

 

X 

Z 

Y 
9 

-4 

12 

a 

-2c b 

r 

7 

5 

3 

1 

2 

4 

6 

8 

10 
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y x( )

x  
3)Вычислим смешанное произведение abc: 

abc = 76

423

023

435





 . 

Геометрическая интерпретация смешанного произ-

ведения abc: объем параллелепипеда, построенного на век-

торах  a, b, c, равен 76 (модуль смешанного произведения). 
 

4)Поскольку abc = –76<0, то упорядоченная тройка 

векторов (a,b,c) – левая.  

Геометрическая интерпретация отрицательной ори-

ентации упорядоченной тройки векторов (a,b,c): ориента-

цию тройки векторов можно определить по  «правилу бу-
равчика» – движение от вектора a к вектору b происходит 

по часовой стрелке, если смотреть из конца вектора c; сле-

довательно, тройка (a,b,c) имеет отрицательную ориента-

цию (левая тройка). 

 

 

r 

-8 

-12 

19 
X 

Y 
Z 

0 5 

3 4 a 

-3 

2 b 

-10 

-8 

-6 

-2 

-4 

569r  
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y x( )

x  

y x( )

x   
Ответ: r = (–4; 9; 12); a⨯b = (–8; –12; 19);  

abc = –76; тройка  (a,b,c) – левая. 

 

Задание 7. Для данных векторов a и b подобрать: вектор 

c, коллинеарный вектору a; вектор n, ортогональный век-

тору a; вектор e так, чтобы векторы a, b, e были компла-

a 

b 

c 

Z 

Y 

X 

4 

5 

-3 
3 

2 

-2 
3 

-4 

a 

c 

b 

X 
Z 

Y 
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нарны; вектор d так, чтобы тройка (a,b,d) была базисом с 

заданной ориентацией. 

 

ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЯ 7. 

 

Номер 

варианта 
a b Ориентация базиса 

(a,b,d) 

1 (1;3;4) (–2;5;0) Положительная 

2 (3;1;2) (–7;–2;–4) Отрицательная 

3 (–1;1;2) (2;–3;–5) Положительная 

4 (2;–1;3) (–3;5;2) Отрицательная 

5 (1;–1;1) (–5;–3;1) Положительная 

6 (2;–1;4) (–3;0;–2) Отрицательная 

7 (–3;0;1) (2;7;–3) Положительная 

8 (3;–1;2) (–2;3;1) Отрицательная 

9 (0;2;–3) (4;–3;–2) Положительная 

10 (6;1;–3) (–3;2;1) Отрицательная 

11 (1;3;6) (–3;4;–5) Положительная 

12 (3;1;–3) (–2;4;1) Отрицательная 

13 (1;–7;2) (4;–3;5) Положительная 

14 (4;2;3) (–3;1;–8) Отрицательная 

15 (–2;1;3) (3;–6;2) Положительная 

16 (5;3;1) (–1;2;–3) Отрицательная 

17 (6;–2;1) (5;1;–2) Положительная 

18 (3;5;6) (–2;7;–5) Отрицательная 

19 (5;3;2) (2;–5;1) Положительная 

20 (–7;4;–3) (–3;3;4) Отрицательная 

21 (4;–7;4) (11;1;2) Положительная 

22 (7;2;1) (–4;3;–4) Отрицательная 

23 (1;2;3) (–6;4;5) Положительная 

24 (–2;5;1) (3;2;–7) Отрицательная 

25 (–5;3;–1) (–4;3;–1) Положительная 

26 (4;–3;2) (3;1;2) Отрицательная 

27 (3;–5;6) (2;3;4) Положительная 
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28 (9;5;3) (–3;2;1) Отрицательная 

29 (–4;–2;7) (7;2;1) Положительная 

30 (5;1;2) (–2;1;–3) Отрицательная 

 

Пример.  Для векторов a(1;–2;3) и b(0;1;4) подоб-

рать: вектор c, коллинеарный вектору a и сонаправленный 

с ним; вектор n, ортогональный вектору a; вектор e так, 

чтобы векторы a, b, e были компланарны; вектор d так, 

чтобы тройка (a,b,d) была базисом с положительной ори-

ентацией. 

Решение.  

1) Обозначим координаты вектора с через (x;y;z). 

Для коллинеарности и сонаправленности векторов a и с 

нужно, чтобы выполнялись следующие равенства: 


























0

3

2
0

321

t

tz

ty

tx

t
zyx

. 

В качестве t можно выбрать любое положительное 

значение, например, t = 2. Тогда x = 2, y = –4, z = 6. Итак, 

вектор с имеет координаты (2;–4;6). 

2) Обозначим координаты вектора n через (x;y;z). 

Для ортогональности ненулевых векторов a и n нужно, 

чтобы их скалярное произведение было равно 0: a·n = 0, то 

есть 1·x+(–2)·y+3·z = 0. 

Выберем произвольно любые две (не равные одно-

временно нулю) координаты вектора n: например, x = 6,  

y = –3. Тогда получим уравнение относительно координаты 

z: 1·6 + (–2)·(–3) + 3·z = 0. Решая это уравнение, найдем:  

z = –4. Итак, вектор n имеет координаты (6;–3;–4). 

3) Обозначим координаты вектора е через (x;y;z). 

Для компланарности векторов a, b, e нужно, чтобы их 

смешанное произведение было равно 0:  
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0410

321





zyx

, 0
10

21

40

31

41

32






 zyx , 

0411  zyx . 

Выберем произвольно любые две координаты век-

тора e: например, x = 1, y = –3. Тогда получим уравнение 

относительно координаты z: –11·1–4·(–3)+z = 0. Решая это 

уравнение, найдем: z = –1. 

Итак, вектор e имеет координаты (1;–3;–1). 

4) Обозначим координаты вектора d через (x;y;z). 

Для того, чтобы упорядоченная тройка (a,b,d) была бази-

сом с положительной ориентацией, нужно, чтобы их сме-

шанное произведение было положительно:   

0410

321





zyx

, 0
10

21

40

31

41

32






 zyx , 

0411  zyx . 
Вновь выберем произвольно любые две координаты 

вектора d: например, x = 1, y = –3. Тогда получим неравен-

ство относительно координаты z: –11·1 – 4·(–3) + z > 0. 

Решая его, найдем: z > –1. Возьмем, например, z = 5. 

Итак, вектор d имеет координаты (1;–3;5). 

Ответ: с(2;–4;6); n(6;–3;–4); e(1;–3;–1); d(1;– 3;5). 
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Тема 2. ПРЯМАЯ ЛИНИЯ НА ПЛОСКОСТИ 

 

Задания. 

1) Докажите, что точки А, В, С не лежат на одной пря-

мой. 

2) Составьте уравнение прямой, содержащей указанную 

сторону треугольника АВС. 

3) Составьте уравнение прямой, проходящей через указан-

ную вершину треугольника АВС параллельно его противо-

лежащей стороне. 

4) Определите взаимное расположение прямой М1М2 и 

прямой m. 

5) Запишите  уравнения каких-либо прямых l и n, не прохо-

дящих ни через одну вершину треугольника АВС, если  

l ||  М1М2,  nМ1М2. 

6) Определите расстояние от центра масс треугольника 

ABC до прямой, содержащей указанную сторону тре-

угольника. 

7) Найдите отношение периметра треугольника АВС к его 

площади. 

8) Определите вид треугольника АВС(остроугольный, ту-

поугольный, прямоугольный; равносторонний, равнобед-

ренный, разносторонний). 

9) Изобразите треугольник АВС и все найденные элемен-

ты на чертеже. 

 

ВАРИАНТЫ УСЛОВИЙ К ЗАДАНИЯМ 
Номер 

вари- 

анта 1)-9) 2), 6) 3) 4), 5) 

1 A(–5;2), 

B(5;7), 

C(1;–1) 

АВ С M1(1;2), M2(5;4), 

m  содержит высоту, прове-

денную из  вершины В. 

2 A(–2;10), 

B(13;5), 

C(1;1) 

ВС А M1(5;5), M2(11;7), 

m содержит биссектрису, 

проведенную из вершины С. 
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3 A(3;–1), 

B(–7;–6), 

C(–3;2) 

АС В M1(–3;–1), M2(–7;–3), 

m содержит медиану, прове-

денную из вершины А. 

4 A(3;–9), 

B(–12;–4),  

C(0;0) 

АВ С M1(–4;–4), M2(–10;–6), 

m содержит высоту, прове-

денную из вершины В. 

5 A(–12;9), 

B(12;16), 

C(0;0) 

ВС А M1(10;–3), M2(–2;6), 

m содержит биссектрису, 

проведенную из вершины С. 

6 A(–7;4), 

B(3;9), 

C(–1;1) 

АС В M1(–1;4), M2(3;6), 

m содержит медиану, прове-

денную из вершины А 

7 A(–4;10), 

B(11;5),  

C(–1;1) 

АВ С M1(3;5), M2(9;7), 

m содержит высоту, прове-

денную из вершины В. 

8 A(–1;–4), 

B(–11;–9), 

C(–7;–1) 

ВС А M1(–7;–4), M2(–11;–6), 

m содержит биссектрису, 

проведенную из вершины С. 

9 A(3;3), 

B(–12;2),  

C(0;6) 

АС В M1(–4;2), M2(–10;0), 

m содержит медиану, прове-

денную из вершины А 

10 A(–11;8), 

B(13;15), 

C(1;–1) 

АВ С M1(11;–4), M2(–1;5), 

m содержит высоту, прове-

денную из вершины В. 

11 A(–4;2), 

B(6;7), 

C(2;–1) 

ВС А M1(2;2), M2(6;4), 

m содержит биссектрису, 

проведенную из вершины С. 

12 A(–2;8), 

B(13;3),  

C(1;–1) 

АС В M1(5;3), M2(11;5), 

m содержит медиану, прове-

денную из вершины А. 

13 A(9;–5),  

B(–1;–10),  

C(3;–2) 

АВ С M1(3;–5), M2(–1;–7), 

m содержит высоту, прове-

денную из вершины В. 

14 A(–2;–8),  

B(–17;–3),  

C(–5;1) 

ВС А M1(–9;–3), M2(–15;–5), 

m содержит биссектрису, 

проведенную из вершины С. 

15 A(–13;10), 

B(11;17),  

C(–1;1) 

АС В M1(9;–2), M2(–3;7), 

m содержит медиану, прове-

денную из вершины А 

16 A(1;8),  АВ С M1(7;8), M2(11;10), 
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B(11;13),  

C(7;5) 

m содержит высоту, прове-

денную из вершины В. 

17 A(–1;9),  

B(14;4),  

C(2;0) 

ВС А M1(6;4), M2(12;6), 

m содержит биссектрису, 

проведенную из вершины С. 

18 A(0;–3),  

B(–10;–8),  

C(–6;0) 

АС В M1(–6;–3), M2(–10;–5), 

m содержит медиану, прове-

денную из вершины А 

19 A(–1;–7),  

B(–16;–2),  

C(–4;2) 

АВ С M1(–8;–2), M2(–14;–4), 

m содержит высоту, прове-

денную из вершины В. 

20 A(–10;8), 

B(14;15),  

C(2;–1) 

ВС А M1(12;–4), M2(0;5), 

m содержит биссектрису, 

проведенную из вершины С. 

21 A(–8;6),  

B(2;11),  

C(–2;3) 

АС В M1(–2;6), M2(2;8), 

m содержит медиану, прове-

денную из вершины А 

22 A(–3;11), 

B(12;6),  

C(0;2) 

АВ С M1(4;6), M2(10;8), 

m содержит высоту, прове-

денную из вершины В. 

23 A(6;–7),  

B(–4;–12),  

C(0;–4) 

ВС А M1(0;–7), M2(–4;–9), 

m содержит биссектрису, 

проведенную из вершины С. 

24 A(0;–6),  

B(–15;–1),  

C(–3;–3) 

АС В M1(–7;–1), M2(–13;–3), 

m содержит медиану, прове-

денную из вершины А. 

25 A(–5;14), 

B(19;21),  

C(7;5) 

АВ С M1(17;2), M2(5;11), 

m содержит высоту, прове-

денную из вершины В. 

26 A(–6;7),  

B(4;12),  

C(0;4) 

ВС А M1(0;7), M2(4;9), 

m содержит биссектрису, 

проведенную из вершины С. 

27 A(0;6),  

B(15;1),  

C(3;–3) 

АС В M1(7;1), M2(13;3), 

m содержит медиану, прове-

денную из вершины А. 

28 A(8;–6),  

B(–2;–11),  

C(2;–3) 

АВ С M1(2;–6), M2(–2;–8), 

m содержит высоту, прове-

денную из вершины В. 

29 A(3;–11),  

B(–12;–6),  

ВС А M1 (–4;–6), M2(–10;–8), 

m содержит биссектрису, 



 31 

C(0;–2) проведенную из вершины С. 

30 A(–14;12), 

B(10;19),  

C(–2;3) 

АС В M1(8;0), M2(–4;9), 

m содержит медиану, прове-

денную из вершины А. 

 

 

Пример.   

1) Докажите, что точки А(1;1), В(8;–2), С(5;–3) не лежат 

на одной прямой. 

2) Составьте уравнение прямой, содержащей сторону АВ 

треугольника АВС. 

3) Составьте уравнение прямой, проходящей через верши-

ну В треугольника АВС параллельно противолежащей его 

стороне. 

4) Определите взаимное расположение прямой М1М2 , где 

М1(–3,–4), М2(–1,6), и каждой из прямых m1, m2 и m3, если: 

m1  содержит высоту, проведенную из вершины А; 

m2  содержит медиану, проведенную из вершины С; 

m3  содержит биссектрису, проведенную из вершины В.  

5) Запишите уравнения каких-либо прямых а и b, не прохо-

дящих ни через одну вершину треугольника АВС, если  

а ∥  М1М2, b⟘М1М2. 
6) Определите расстояние от центра масс треугольника 

ABC до прямой, содержащей его сторону АВ. 

7) Найдите отношение периметра треугольника АВС к его 

площади. 

8) Определите вид треугольника АВС (остроугольный, ту-

поугольный, прямоугольный, равносторонний, равнобед-

ренный, разносторонний). 

9) Изобразите треугольник АВС и все найденные элемен-

ты на чертеже. 

 

Решение. 1) Даны точки А(1;1), В(8;–2), С(5;–3). Эти 

точки лежат на одной прямой, если коллинеарны векторы с 

началом в одной из них и с концами в двух других.  
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     Найдем, например,  координаты векторов AB  и AC : 

AB =(8–1;–2–1)=(7;–3), AC =(5–1;–3–1)=(4;–4). Проверим 

условие коллинеарности этих векторов: 
4

3

4

7




 – значит, 

AB  и AC  неколлинеарны, то есть точки  А(1;1), В(8;–2) и 

С(5;–3) не лежат на одной прямой, что и требовалось дока-

зать. 

 

2) Воспользуемся уравнением прямой, проходящей че-

рез точки (x1;y1) и (x2;y2): 
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









. Пусть (x1;y1) – 

координаты точки А: x1=1, y1=1; (x2;y2) – координаты точки  

В: x2=8, y2=–2. Тогда получим: 

12

1

18

1








 yx
, 

3

1

7

1






 yx
, 0)1(7)1(3  yx , 

01073  yx . 
Ответ:  уравнение прямой l, содержащей сторону АВ, 

имеет вид: 3x + 7y –10 = 0. 

 

3) Воспользуемся уравнением прямой, проходящей че-

рез точку (xо; yо) и имеющей направляющий вектор с коор-

динатами (а1; а2): 
2

0

1

0

а

yy

а

xx 



. В нашем случае направ-

ляющий вектор AC (4;–4), точка прямой В(8;–2). Следова-

тельно, получаем уравнение:  

06)2()8(
4

)2(

4

8








yxyx

yx
. 

Ответ: уравнение прямой, проходящей через вершину 

В  параллельно стороне АС, имеет вид  x + y – 6 = 0. 

 

4) Найдем сначала уравнения прямых М1М2, m1 , m2 , m3. 

 
 

 

А 
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Составим уравнение прямой М1М2, проходящей че-

рез точки М1(–3;–4) и М2(–1;6): 

)4(6

)4(

)3()1(

)3(








 yx
, 

10

4

2

3 


 yx
, 0)4()3(5  yx , 

0115  yx . Итак, уравнение прямой М1М2  имеет вид:  

5x – y + 11 = 0. 

Составим уравнение прямой m1, содержащей высо-

ту, проведенную из вершины А. Для этого воспользуемся 

уравнением n1(x–xo)+n2(y–yo)=0, где (n1;n2) – координаты 

вектора нормали, (xо;yо) – координаты точки искомой пря-

мой. По условию m1⊥ВС, следовательно, вектор BC  с ко-

ординатами (5–8;–3–(–2))=(–3;–1) является вектором нор-

мали для прямой m1. Прямая проходит через точку А(1;1), 

поэтому получаем уравнение: (–3)(x–1)+(–1)(y–1)=0, то 

есть 3x+y–4=0. Итак, уравнение прямой m1  имеет вид 

3x+y–4=0. 

 Составим уравнение прямой m2, содержащей ме-

диану, проведенную из вершины С. Для этого воспользу-

емся уравнением 
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









, где (x1;y1), (x2;y2) – коор-

динаты точек искомой прямой. Координаты одной из этих 

точек известны: С(5;–3). Координаты другой точки можно 

определить: так как m2 содержит медиану треугольника, то 

m2 проходит через середину N стороны АВ. Тогда, исполь-

зуя формулы координат середины отрезка АВ, получим: 

2

1

2

)2(1
,

2

9

2

81






 NN yx . Запишем уравнение пря-

мой m2, проходящей через точки С(5;–3) и 









2

1
;

2

9
N : 

)3(
2

1

)3(

5
2

9

5








 yx
, 

2

5

)3(

2

1

5 




 yx
, 0)3()5(5  yx , 
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0225  yx . Итак, уравнение прямой m2  имеет вид  

 5x + y – 22 = 0. 

Составим уравнение прямой m3, содержащей бис-

сектрису, проведенную из вершины А. Воспользуемся 

уравнением 
2

0

1

0

а

yy

а

xx 



, где (а1;а2) – координаты на-

правляющего вектора, (xо;yо) – координаты точки искомой 

прямой. По условию А(1;1)m3. Выберем в качестве на-

правляющего вектора прямой m3 вектор АL =e1+e2, где e1 и 

e2 – единичные векторы, сонаправленные соответственно 

векторам АB  и АС  (вектор АL  проходит по диагонали 

ромба, стороны которого проходят по сторонам АВ и АС 

треугольника АВС, а значит – по биссектрисе угла А). Так 

как АB =(7;–3), то 58)3(7 22 AB , значит,  

e1= 









58

3
,

58

7
. Так как  АС =(4;–4), то  

2432)4(4 22 АС , значит, e2= 









2

1
,

2

1
. 

Тогда АL =e1+e2= 









2

1

58

3
,

2

1

58

7
= 

=












 

58

293
,

58

297
. Уравнение прямой m3 , проходящей 

через точку А с направляющим вектором АL , имеет вид:  

58

293

1

58

297

1








 yx
, 

293

1

297

1








 yx
, 

      012971293  yx , 

    029210297293  yx . 
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Итак, уравнение прямой m3  имеет вид: 

    029210297293  yx . 
Выясним теперь взаимное расположение прямой 

М1М2 с прямыми m1,   m2,   m3: 

1) М1М2: 5x–y+11=0; m1: 3x+y–4=0. Так как 
3

1

3

5 
 , 

то данные прямые пересекаются. 

2) М1М2: 5x–y+11=0; m2: 5x+y–22=0. Так как 
1

1

5

5 
 , 

то данные прямые пересекаются. 

3) М1М2: 5x–y+11=0; m3:     029210297293  yx . 

Так как 
297

1

293

5







, то данные прямые пересека-

ются. 

Ответ: прямая М1М2:пересекается с каждой  

из прямых m1, m2, и m3. 

 

5)Уравнение прямой М1М2:  5x–y+11=0. 

  

 

 

 

 

Так как прямая a параллельна прямой М1М2, то ее 

уравнение имеет вид 5x–y+с1=0, причем с1≠11. По условию 

А(1;1)a, следовательно, 5·1–1+с1≠0, то есть с1≠–4;  

В(8;–2)a, следовательно, 5·8–(–2)+с1≠0, то есть с1≠–42; 

С(5;–3)a, следовательно, 5·5–(–3)+с1≠0, то есть с1≠–28. 

Итак, с1R\{–42,–28,–4,11}. Следовательно, уравнение  

прямой a может, например, иметь вид: 5x–y+3=0. 

            Так как прямая b перпендикулярна прямой М1М2, то 

ее уравнение имеет вид (–1)x–5y+с2=0. По условию 

А(1;1)b, следовательно, (–1)·1–5·1+с2≠0, то есть с2≠6; 

М1 

М2 

(1;5) 
a 

(5;–1) 

b 
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В(8;–2)b, следовательно,(–1)·8–5·(–2)+с2≠0, то есть с2≠–2; 

С(5;–3)b, следовательно, (–1)·5–5·(–3)+с2≠0, то есть  

с2 ≠10. Итак, с2R\{–2,6,10}. Следовательно, уравнение 
прямой b может, например, иметь вид: –x–5y+7=0, или  
x+5y–7=0. 

Ответ: например, 5x–y+3=0 (прямая а)  

и x+5y–7=0 (прямая b). 

 

6) Найдем координаты точки О – центра масс тре-

угольника АВС. 

 

 

 

 

 

Поскольку центр масс треугольника – это точка пересече-

ния его медиан, а точка пересечения медиан делит каждую 

из них в отношении 2:1, считая от вершины, то CO:ON=2:1. 

Поэтому
3

2 NC
О

xx
x


 ,

3

2 NC
О

yy
y


 , где C(xC;yC), O(xО; yО),  

N(xN;yN). По условию задачи С(5;–3); а координаты точки 











2

1
:

2

9
N  были найдены в пункте (4). Значит, 

 
3

14

3
2

9
25




Оx , 
3

4

3

2

1
2)3(













Оy . 

Итак, 









3

4
;

3

14
O , а уравнение прямой АВ: 3x+7y–10=0. 

Тогда расстояние (О,АВ)  от точки О до прямой АВ мож-
но найти по формуле: 

 
87

588

583

16

73

10
3

4
7

3

14
3

),(
22

















ABO . 

С 

О 

А 

В 

N 
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Ответ: (О,АВ)=
87

588
. 

7) PABC= АВ + ВС + АС , SABC= АВABC  ),(
2

1
 . 

АВ (7;–3), значит, 58)3(7 22 АВ , 

АС (4;–4), значит, 2432)4(4 22 АС , 

ВС (–3; –1), значит, 10)1()3( 22 ВС . 

  Итак, PABC = 102458  . 

 

 

29

588

58

16

73

103753
),(

22





 ABC .  

Значит, SABC = 858
29

588

2

1
 . 

Ответ: 
8

102458 


ABC

ABC

S

P
. 

       8)Определим вид каждого из углов треугольника АВС. 

0
29

5

2458

40

2458

)4()3(47
)cos( 














АСАВ

АСАВ
A ; 

значит, А – острый. 

0
145

9

1058

18

1058

)1(3)3()7(
)cos( 














ВСВА

ВСВА
B ;  

значит, В – острый. 

0
5

1

1024

8

1024

143)4(
)cos( 



















СВСА

СВСА
C ; 

значит, С – тупой. 

Следовательно, треугольник АВС – тупоугольный. 
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Так как AB≠BC, АВ≠AC, ВСАС (см. (7)), то тре-
угольник АВС – разносторонний. 

Ответ: треугольник АВС – тупоугольный  

разносторонний. 

9) Выпишем все уравнения прямых, найденные при 

решении задачи, и построим эти прямые в системе коорди-

нат. 

AB:  3x+7y–10=0,     l:      x+y–6=0, 

MM1:  5x–y+11=0,    m1:    3x+y–4=0, 

 m2:   5x+y–22=0,      m3:       029210297293  yx , 
 a:      5x–y+3=0,        b:     x+5y–7=0. 

109 8 7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

y1 x( )

y2 x( )

y3 x( )

y4 x( )

y5 x( )

y6 x( )

y7 x( )

y8 x( )

x

 
 

 

 

 

 

 

A 

C 

B 

AB 

l MM1 

m1 m2 

m3 

a 

b 
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Тема 3. КРИВЫЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

 

Задание 1. Постройте кривые второго порядка в прямо-

угольной декартовой системе координат. Найдите: 

для окружности координаты центра и радиус; 

для эллипса координаты фокусов и уравнения ди-

ректрис;  

 для гиперболы координаты фокусов, уравнения ди-

ректрис и асимптот;  

для параболы координаты фокуса и уравнение ди-

ректрисы.  

Изобразите фокусы, директрисы и асимптоты на 

чертеже. 

 

ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЯ 1 

 
 

ва-

ри-

ант 

Кривые второго порядка 

1 2 3 4 5 

1 (x–2)
2
+(y–3)

2
 = 9 

1
925

22


yx  1

2549

22


yx  y

2
=8x x

2
–9y

2
=0 

2 (x+3)
2
+(y–5)

2
 = 4 

1
449

22


yx  1

1625

22


xy  x

2
= –6y y

2
 = 9 

3 (x+1)
2
+(y–2)

2
=16 

1
2536

22


yx  1

916

22


yx  y

2
= –8x 9x

2
 = 0 

4 (x–3)
2
+(y+4)

2
=25 

1
1625

22


yx  1

2564

22


xy  x

2
 = 6y y

2
–9x

2
= 0 

5 (x+3)
2
+(y+3)

2 
= 4 

1
2549

22


yx  1

936

22


yx  y

2
= –2x x

2
 = 9 

6 (x–1)
2
+(y+1)

2
=16 

1
416

22


yx  1

49

22


хy  

x
2
 = 4y 9y

2
 = 0 

7 (x+2)
2
+(y–1)

2
=36 

1
49

22


yx

 
1

416

22


yx

 

y
2
 = 2x x

2
–4y

2
= 0 
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8 (x–4)
2
+(y+2)

2
=49 

1
3649

22


yx

 
1

925

22


хy

 

x
2
= –4y y

2
 = 4 

9 (x+4)
2
+(y–4)

2
 = 9 

1
936

22


yx

 
1

1636

22


yx

 

y
2
= 10x 4x

2
 = 0 

10 (x–5)
2 
+ (y+1)

2
=4 

1
916

22


yx

 
1

949

22


xy

 

x
2
= 

 –12y 

y
2
–4x

2
= 0 

11 (x+5)
2
+(y–6)

2
=16 

1
425

22


yx

 
1

2536

22


yx

 

y
2
= 

 –10x 

x
2
 = 4 

12 (x–1)
2 
+ (y+5)

2
=1 

1
1636

22


yx

 
1

425

22


xy

 

x
2
= 12y 4y

2
 = 0 

13 (x+1)
2
+(y–3)

2
=25 

1
949

22


yx

 
1

4925

22


yx

 

y
2
= –6x x

2
–16y

2
=0 

14 (x–3)
2
+(y–2)

2
=36 

1
2564

22


yx

 
1

436

22


xy

 

x
2
= –8y y

2
 = 16 

15 (x+2)
2
+(y+4)

2
=49 

1
1649

22


yx

 
1

3664

22


yx

 
y

2
 = 6x 16x

2
 = 0 

16 (x–3)
2
+(y–2)

2
=9 

1
259

22


yx

 
1

1649

22


xy

 

x
2
 = 8y y

2
–16x

2
=0 

17 (x–5)
2
+(y+3)

2
 = 4 

1
494

22


yx

 
1

2516

22


yx

 

y
2
 = 4x 

  

x
2
 = 16 

18 (x+1)
2
+(y+1)

2
=16 

1
3625

22


yx

 
1

169

22


xy

 

x
2
= –2y 16y

2
 = 0 

19 (x+4)
2
+(y–3)

2
=25 

1
2516

22


yx

 
1

6425

22


yx

 

y
2
= –4x x

2
–25y

2
=0 

20 (x–3)
2 
+ (y–3)

2
=4 

1
4925

22


yx

 
1

369

22


xy

 

x
2
 = 2y y

2
 = 25 

21 (x+1)
2
+(y–1)

2
=16 

1
164

22


yx

 
1

94

22


yx

 

y
2
= 12x 25x

2
 = 0 

22 (x–1)
2
+(y+2)

2
=36 

1
94

22


yx

 
1

94

22


xy

 

x
2
=–10y y

2
–25x

2
=0 

23 (x+2)
2
+(y–4)

2
=49 

1
4936

22


yx

 
1

259

22


yx

 
y

2
=–12x x

2
 = 25 

24 (x–4)
2 
+ (y+4)

2
=9 

1
369

22


yx

 
1

3616

22


xy

 

x
2
= 10y 25y

2
 = 0 
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25 (x+1)
2 
+ (y–5)

2
=4 

1
254

22


yx

 
1

499

22


yx

 

y
2
 =14x x

2
–36y

2
=0 

26 (x–6)
2
+(y+5)

2
=16 

1
4936

22


yx

 
1

3625

22


xy

 

x
2
=–16y y

2
 = 36 

27 (x–3)
2
+(y+1)

2
=25 

1
499

22


yx

 
1

4916

22


yx

 

y
2
=–14x 36x

2
 = 0 

28 (x–2)
2
+(y–3)

2
=36 

1
4916

22


yx

 
1

364

22


xy

 

x
2
= 16y y

2
–36x

2
=0 

29 (x+4)
2
+(y+2)

2
=49 

1
6425

22


yx

 
1

6436

22


yx

 

y
2
=–16x x

2
 = 36 

30 (x+5)
2 
+ (y–1)

2
=1 

1
3616

22


yx

 
1

254

22


xy

 

x
2
= 14y 36y

2
 = 0 

Пример.  Постройте кривые второго порядка в 

прямоугольной декартовой системе координат:  

(x+4)
2
+(y–5)

2
=64; ;1

6425

22


xy

;1
169

22


yx  x

2
=–18y;  9x

2
–4y

2
=0. 

Найдите: для окружности координаты центра и радиус; 

для эллипса координаты фокусов и уравнения директрис; 

для гиперболы координаты фокусов, уравнения директрис 

и асимптот; для параболы координаты фокуса и уравне-

ние директрисы. Изобразите фокусы, директрисы и асим-

птоты на чертеже. 

Решение.  

1) (x+4)
2
+(y–5)

2
=64 – уравнение окружности с центром 

в точке С(–4;5) и радиусом 864 r . 

        

121110 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4

3
2
1

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13

y1 x( )

y3 x( )

x

 
 

C(–4;5) 
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       2) 1
169

22


yx  – уравнение эллипса; а= 9 =3;  b= 16 =4. 

Поскольку a < b, то фокусы эллипса лежат на оси Oy и 

имеют координаты F1(0;с) и F2(0;–с), где c
2
=a

2
–b

2
, то есть  

с= 22 ba  = 916 = 7 . Значит, координаты фокусов 

F1(0; 7 ); F2(0; – 7 ). 

Найдем уравнения директрис эллипса: 
с

b
y

2

 , то 

есть 
7

16

7

42

y . 

)7,0(1F

4 3 2 1 0 1 2 3 4

7
6
5
4
3
2
1

1
2
3
4
5
6
7

y1 x( )

y2 x( )

y3 x( )

y4 x( )

x

)7,0(2 F  

 

3) 1
6425

22


xy  – уравнение гиперболы с вершинами на 

оси Оу; а= 64 =8;  b= 25 =5. Найдем координаты фокусов 

F1(0;с) и F2(0;–с), где c
2
=a

2
+b

2
, то есть  

 с= 22 ba  = 2564 = 89 . Значит, координаты фокусов: 

F1(0; 89 ); F2(0; – 89 ). Найдем уравнения директрис ги-

перболы: 
с

b
y

2

 , то есть 
89

25

89

52

y . Найдем 

1
169

22


yx  

7

16
y

 

7

16
y
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уравнения асимптот гиперболы: x
b

a
y  , то есть 

xy
8

5
 . 

20181614 1210 8 6 4 2 0 2 4 6 8 1012 141618 20

12
11
10
9
8
7
6
5
4
3
2
1

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12

y1 x( )

y2 x( )

y3 x( )

y4 x( )

y5 x( )

y6 x( )

x
 

4) x
2
=–18y – уравнение параболы, симметричной от-

носительно оси Оу. Найдем координаты фокуса F (0;с): 

2

9

2

2

18





c , то есть F (0;
2

9
 ). Найдем уравнение ди-

ректрисы параболы: 
2

9

2
2

18




y . 

 

1
6425

22


xy  xy

8

5


 

xy
8

5


 

89

25
y

 

89

25
y

 

)89,0(1F  
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109 8 7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

6
5
4
3
2
1

1
2
3
4
5
6

y1 x( )

y2 x( )

x
 

 

5) 9x
2
–4y

2
=0, значит, (3x–2y)(3x+2y)=0, значит, 

3x–2y=0 или 3x+2y=0. Эта совокупность уравнений задает 

пару пересекающихся прямых. 

5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

5

4

3

2

1

1

2

3

4

5

y1 x( )

y2 x( )

x

 
 

Задание 2. Приведите уравнение кривой второго порядка к 

каноническому виду и постройте ее в исходной системе 

координат.  

ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЯ 2 

Вариант Кривая второго порядка 

1 9y
2
 – 4x

2
 + 18y – 8x – 31 = 0 

2 x
2
 + 2y – 4x + 6= 0 

3 4y
2
 + 9x

2
 + 36x = 0 

4 x
2
 + y

2
 + 2x + 4y + 1 = 0 

5 x
2
 – 2x – 9y + 1 = 0 

3x–2y=0 3x+2y=0 

2

9
y  

 

x
2
=–18y 

)
2

9
,0( F  
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6 x
2
 – 4x – 5 = 0 

7 y
2
 + 6y + 9 = 0 

8 4y
2
 – 25x

2
 + 8y – 96 = 0 

9 y
2
 +4x

2
 – 2y – 8x + 1 = 0 

10 y
2
 + 2y – 3 = 0 

11 x
2
 – 10x + 25 = 0 

12 x
2
 + 2x – 3y + 7 = 0 

13 9x
2
 – 4y

2
 – 36x + 16y – 16 = 0 

14 x
2
 + y

2
 – 4x – 2y – 4 = 0 

15 x
2
 – 8x + 16 = 0 

16 9y
2
 + x

2
 – 2x – 8 = 0 

17 x
2
 – 12x + 20 = 0 

18 x
2
 + y

2
 – 8x + 4y + 20 = 0 

19 y
2
 + 8y + 15 = 0 

20 y
2
 – 9x

2
 + 6y + 36x – 27 = 0 

21 x
2
 + y

2
 – 6x – 6y + 17 = 0 

22 y
2
 + 2y – 4x – 10 = 0 

23 y
2
 – 4y + x + 8 = 0 

24 4x
 2
 + 9y

 2 
+ 8x +18y – 23 = 0 

25 x
2
 – 10x + 25 = 0 

26 4y
2
 – 9x

2
 + 8y –18x – 5 = 0 

27 16x
 2 

– 25y
2 
+ 64x – 50y – 361=0 

28 4y
2
 – x

2
 + 8y – 2x + 3 = 0 

29 y
2
 + 6y + x + 9 = 0 

30 x
2
 – y

2
 + 8y – 16 = 0 

 

Пример.  Приведите уравнение кривой второго по-

рядка  16x
2
–9y

2
+160x+54y+175=0  к каноническому виду и 

постройте ее в исходной системе координат. 

Решение. Для приведения уравнения к канониче-

скому виду выделим полные квадраты относительно каж-

дой переменной, используя формулы: (a±b)
2
=a

2
±2a·b+b

2 
. 
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        (16x
2
+160x)–(9y

2–54y)+175=16(x
2
+10x)–9(y2 

–6y)+175=  

=16(x
2
+2·5x)–9(y

2–2·3y)+175=16(x
2
+2·5x+5

2
– 5

2
)– 9(y2 

– 

–2·3y+3
2
–3

2
)+175=16(x

2+2·5x+5
2
)–16·5

2
–9(y2–2·3y+3

2
)+ 

+9·3
2+175=16(x+5)

2
–9(y–3)

2
–144. 

Получаем уравнение: 16(x+5)
2
–9(y–3)

2
–144=0. От-

сюда 16(x+5)
2
–9(y–3)

2
=144, то есть 1

144

)3(9

144

)5(16 22





 yx , 

или 1
16

)3(

9

)5( 22





 yx

. 

Введем обозначения: X=х+5, Y=y–3. Тогда уравне-

ние примет вид 1
169

22


YX  – каноническое уравнение ги-

перболы. Выполним построение. 

 

1514 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

10
9
8
7
6
5
4
3
2
1

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15

y1 x( )

y2 x( )

x

 
Сначала построим в системе координат XOY гиперболу, за-

данную уравнением 1
169

22


YX . Затем выполним парал-

лельный перенос: X=х+5, Y=y–3, то есть сместим систему 

Y 

X 

x 

y 

4 

-4 

-3 3 
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координат вдоль оси ОХ вправо на 5 единиц и вдоль оси 

ОУ вниз на 3 единицы. 

 

Задание 3. Постройте данные области в прямоугольной 

системе координат.  

ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЯ 3 

Вариант Задание области 

1 x
2
 ≤ (y + 1); 

5x + 2y – 10 ≤ 0; 

y ≥ 1 

2 
;1

94

22


xy  

2x + 3y – 12 ≤ 0; 

2x – 3y + 12 ≥ 0 

3 
;1

49

22


yx

 

x
2
 ≤ y; 

5x –3y + 15 ≥ 0 

4 x
2
 ≥  –y; 

(x – 4)
2
  ≤ –y; 

y ≤ 0 

5 y ≥ ;
1

x
 

x – y ≥ 0; 

x ≤ 4 

6 (y – 1)
2
 ≤ x;  

(x – 4)
2
 + (у + 4)

2
 ≥ 16; 

x ≤ 4 

7 
;1

916

22


yx  

x
2
 – y

2
 ≥ 1; 

x + 5 ≥ 0 
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8 (x – 2)
2
 + y

2
 ≥ 4; 

y
2
 ≤ – (x – 2); 

x ≥ –2 

9 
;1

4

2
2 

x
y  

x – 3y – 9 ≤ 0; 

y ≤ –1 

10 y
2
 ≤ – (x – 2); 

(x – 2)
2
 ≤ y; 

x – 1 ≥ 0 

11 x
2
 ≥ – (y – 4); 

2x – y – 4 ≤ 0; 

y – 4 ≤ 0 

12 y ≥ – ;
1

x
 

x – 2 ≥ 0; 
3x + 4y ≤ 12 

13 (y + 2)
2
 ≥ – x; 

x ≤ 0; 

y – 2 ≤ 0 

14 x
2
 ≥ – (y – 2); 

x
2
 ≤ y + 2; 

y – 4 ≤ 0 

15 (x – 5)
2
 + (y – 2)

2
 ≥ 1; 

(y – 5)
2
 ≥ (x – 5)

2
; 

y ≥ 0 

16 
;1

916

22


yx

 

;1
4

2
2

 y
x

 

.1
4

2
2 

x
y  
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17 y ≥ ;
1

x
 

x – 5 ≤ 0; 

y – 4 ≤ 0
 18 (x + 3)

2
 ≤ – (y – 2); 

7x + 3y + 21 ≤ 0; 

7x – 3y – 21 ≤ 0 

19 (y – 6)
2
  ≥ x; 

y
2
 ≥ x; 

x ≥ 0 

20 (y – 1)
2
 ≥ x + 1; 

x + 1 ≥ 0; 

4x + 3y – 11 ≤ 0 

21 (y – 1)
2
 ≤ – (x – 4); 

y
2
 ≥ x; 

x + 2 ≥ 0 

22 
;1

44

22


yx  

(x – 4)
2
 + y

2
 ≥ 1; 

x – 6 ≤ 0. 

23 
;1

1649

22


yx  

(x – 1)
2
 + y

2
 ≥ 1; 

x ≥ 0. 

24 y
2
 ≥ – (x +1); 

y
2
 ≤ x + 3; 

x – 2 ≤ 0 

25 x
2
 ≥ y; 

x
2
 + (y – 3)

2
 ≥ 1; 

y – 3,5 ≤ 0. 

26 x
2
 + y

2
 ≥ 4; 

x
2
 + (y – 6)

2
 ≥ 4; 

x
2 
≤ 4. 
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27 (x – 2)
2
 ≥ y – 2; 

(x – 2)
2
 ≥ y + 2; 

(x – 2)
2
 ≤ 4.  

28 y
2
 ≥ x + 4; 

x – 3y + 6 ≥ 0; 

x + 3y + 6 ≥ 0 

29 ;
1

x
y 

 
x

2
 ≤ y – 3; 

y – 5 ≤ 0. 

30 
;1

94

22


xy

 
x

2
 ≤ 9; 

;1
49

22


yx  

 

Пример.  Постройте в прямоугольной системе ко-

ординат область 

;1
25

)3(

4

)3( 22





 yx  

–2(x + 3) ≤ (y + 3)
2
; 

                            x – 2y ≥ 4.  

Решение. Неравенство 1
25

)3(

4

)3( 22





 yx  задает об-

ласть на плоскости, а уравнение 1
25

)3(

4

)3( 22





 yx  – ее гра-

ницу, которая является эллипсом. Построим его в прямо-

угольной системе координат. Для этого сдвинем эллипс 

1
254

22


yx  вдоль осей координат: по Ох на 3 единицы влево 

и по Оу на 3 единицы вниз. Эллипс разделил координат-

ную плоскость на две области: внутреннюю и внешнюю. 

Для определения нужной области выберем произвольную 

точку, не лежащую на границе области, и подставим ее ко-

ординаты в неравенство. Если координаты выбранной точ-
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ки удовлетворяют неравенству, то закрашиваем область, 

которой принадлежит выбранная точка, иначе – область, 

которой эта точка не принадлежит. Например, выберем 

точку М(0,0). Проверим, что она не принадлежит границе 

области: 1
25

)30(

4

)30( 22





 , значит, М(0;0) не принадлежит 

эллипсу. Теперь подставим ее координаты в неравенство 

1
25

)3(

4

)3( 22





 yx : 1

25

)30(

4

)30( 22





 , 1

25

9

4

9
 , 1

100

261

100

)425(9


 . 

Последнее неравенство неверно. Значит, выбираем ту 

часть плоскости, которой точка М не принадлежит, то есть 

внутреннюю область эллипса. 

6 5 4 3 2 1 0 1

9

8
7

6
5

4
3

2
1

1

2
3

y1 x( )

y2 x( )

x

 
Неравенство  –2(x+3)≤(y+3)

2
 также задает область на 

плоскости, а уравнение –2(x+3)=(y+3)
2
 – ее границу, кото-

рая является параболой. Построим ее в прямоугольной сис-

теме координат. Для этого сдвинем параболу –2x=y
2
  вдоль 

осей координат: по Ох на 3 единицы влево и по Оу на 3 

единицы вниз. Парабола разделила координатную плос-

кость на две области: внутреннюю и внешнюю. Так же, как 

в предыдущем случае, можно проверить, что неравенство  

–2(x+3)≤(y+3)
2
  задает внешнюю область параболы. 

  

 

 



 52 

6 5 4 3 2 1 0 1

9

8
7

6
5

4
3

2
1

1

2
3

y3 x( )

y4 x( )

y1 x( )

y2 x( )

x

                              

6 5 4 3 2 1 0 1

9

8
7

6
5

4
3

2
1

1

2
3

y3 x( )

y4 x( )

y1 x( )

y2 x( )

x

 
 

Неравенство x–2y≥4 также задает область на плос-

кости, а ее границей является прямая x–2y=4. Построим ее 

в прямоугольной системе координат. Убедимся, что нера-

венство x–2y≥4 задает нижнюю полуплоскость относитель-

но прямой x–2y=4. 

 

6 5 4 3 2 1 0 1

9

8

7

6

5

4

3

2

1

1

2

3

y3 x( )

y4 x( )

y1 x( )

y2 x( )

y x( )

x

                                 

6 5 4 3 2 1 0 1

9

8

7

6

5

4

3

2

1

1

2

3

y3 x( )

y4 x( )

y1 x( )

y2 x( )

y x( )

x

 
 

Тогда система  

















2

22

)3()3(2

1
25

)3(

4

)3(

yx

yx  

будет задавать об-

ласть, являющую-

ся пересечением 

областей, задавае-

мых каждым из 

неравенств от-

дельно. 

Итак, система 
























42

)3()3(2

1
25

)3(

4

)3(

2

22

yx

yx

yx

 

задает область, яв-

ляющуюся пересече-

нием  трех областей, 

задаваемых каждым 

из неравенств отдель-

но. 
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Тема 4. ПРЯМЫЕ И ПЛОСКОСТИ  

В ПРОСТРАНСТВЕ 

 

Задания. 

1) Доказать, что точки А, В, С, D не лежат в одной плос-

кости. 

2) Cоставить уравнения плоскостей, содержащих грани 

пирамиды АВСD. 

3) Составить уравнение плоскости, проходящей через 

вершину D параллельно грани АВС. 

4) Составить уравнение плоскости, проходящей через реб-

ро АВ параллельно ребру СD. 

5) Cоставить канонические уравнения прямой, содержа-

щей ребро СD. 

6) Составить общие уравнения прямой, проходящей через 

точку В параллельно ребру АС. 

7) Найти объем пирамиды ABCD. 

8) Найти длину высоты DH пирамиды ABCD. 
9) Найти площадь грани АВС пирамиды ABCD. 

10) Найти величину угла между плоскостями ABС и АВD. 

11) Составить уравнение плоскости, проходящей через 

точку D перпендикулярно ребру АВ. 

12) Составить параметрические уравнения прямой, со-

держащей высоту DН пирамиды ABCD. 

13) Найти координаты основания высоты DН пирамиды 

ABCD. 

  

ВАРИАНТЫ УСЛОВИЙ К ЗАДАНИЯМ 

 

1.  А(–2;1;1); В(–5;1;–2); С(–3;0;3); D(–6;0;1). 

2.  А(–3;–4;1); В(–2;–3;–5); С(0;0;0); D(–6;0;3). 

3.  А(–2;4;5); В(1;3;–4); С(–5;–5;1); D(–1;2;–2). 

4.  А(–1;2;0); В(–4;2;–3); С(–2;1;2); D(–5;1;0). 

5.  А(–2;–3;0); В(–1;–2;–6); С(1;1;–1); D(–5;1;2). 
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6.  А(–1;5;–6); В(2;4;–5); С(–4;–4;0); D(0;3;–3). 

7.  А(–3;2;2); В(–6;2;–1); С(–4;1;4); D(–7;1;2). 

8.  А(–4;–3;2); В(–3;–2;–4); С(–1;1;1); D(–7;1;4). 

9.  А(–3;5;–4); В(0;4;–3); С(–6;–4;2); D(–2;3;–1). 

10.  А(0;1;1); В(–3;1;–2); С(–1;0;3); D(–4;0;1). 

11.  А(1;–2;1); В(1;–5;–2); С(0;–3;3); D(0;–6;1). 

12.  А(–4;–3;1); В(–3;–2;–5); С(0;0;0); D(0;–6;3). 

13.  А(4;–2;–5); В(3;1;–4); С(–5;–5;1); D(2;–1;–2). 

14.  А(2;–1;0); В(2;–4;–3); С(1;–2;2); D(1;–5;0). 

15.  А(–3;–2;0); В(–2;–1;–6); С(1;1;–1); D(1;–5;2). 

16.  А(5;–1;–6); В(4;2;–5); С(–4;–4;0); D(3;0;–3). 

17.  А(2;–3;2); В(2;–6;–1); С(1;–4;4); D(1;–7;2). 

18.  А(–3;–4;2); В(–2;–3;–4); С(1;–1;1); D(1;–7;4). 

19.  А(5;–3;–4); В(4;0;–3); С(–4;–6;2); D(3;–2;–1). 

20.  А(1;0;1); В(1;–3;–2); С(0;–1;3); D(0;–4;1). 

21.  А(1;0;1); В(–2;1;–5); С(3;0;–3); D(1;0;–6). 

22.  А(1;–4;–3); В(–5;–3;–2); С(0;0;0); D(3;0;–6). 

23.  А(–5;4;–2); В(–4;3;1); С(1;–5;–5); D(–2;2;–1). 

24.  А(0;2;–1); В(–3;2;–4); С(2;1;–2); D(0;1;–5). 

25.  А(0;–3;–2); В(–6;–2;–1); С(–1;1;1); D(2;1;–5). 

26.  А(–6;5;–1); В(–5;4;2); С(0;–4;–4); D(–3;3;0). 

27.  А(2;2;–3); В(–1;2;–6); С(4;1;–4); D(2;1;–7). 

28.  А(2;–3;–4); В(–4;–2;–3); С(1;1;–1); D(4;1;–7). 

29.  А(–4;5;–3); В(–3;4;0); С(2;–4;–6); D(–1;3;–2). 

30.  А(1;1;0); В(–2;1;–3); С(3;0;–1); D(1;0;–4). 

 

Пример. 

 Пусть A(–5;–3;–2), B(3;0;–6), C(1;–4;–3), D(0;0;0). 

1) Докажем, что точки А, В, С, D не лежат в одной 

плоскости. Это можно сделать двумя способами: прове-

рить, что одна из точек не лежит в плоскости, проходящей 

через три другие точки, или проверить, что векторы AB , 

AC , AD  не компланарны. 
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Первый способ. Воспользуемся тем, что уравнение 

плоскости, проходящей через точки с координатами 

(x1;y1;z1), (x2;y2;z2), (x3;y3;z3), имеет вид: 

131313

121212

111

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx







= 0.  

Составим, например, уравнение плоскости АВС. То-

гда (x1;y1;z1), (x2;y2;z2), (x3;y3;z3) – это координаты точек А, В 

и С соответственно. Получаем уравнение:  

)2(3)3(4)5(1

)2(6)3(0)5(3

)2()3()5(





 zyx

=0, 

116

438

235





 zyx

=0,  

(х+5)
11

43




–(у+3)

16

48




+(z+2)

16

38


=0, 

(х+5)(–7)–(у+3)
.
16+(z+2)(–26)=0. Окончательно получаем 

уравнение плоскости АВС: 7x+16y+26z+135=0. Проверим, 

удовлетворяют ли этому уравнению координаты точки D: 

7
.
0+16

.
0+26

.
0+135=1350. Значит, точка D не лежит в плос-

кости АВС, то есть точки А, В, С и D не лежат в одной 

плоскости, что и требовалось доказать. 

Второй способ. Воспользуемся тем, что вектор не 

компланарны тогда и только тогда, когда их смешанное 

произведение равно нулю. Запишем координаты векторов 

AB , AC  и AD : AB =(8;3;–4), AC =(6;–1;–1), AD =(5;3;2). 

Тогда AB
.
AC

.
AD =

235

116

438





= –1350. Значит, данные 

векторы не компланарны, поэтому точки А, В, С и D не 

лежат в одной плоскости, что и требовалось доказать. 
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2) Cоставим уравнения плоскостей, содержащих 

грани пирамиды АВСD. Этих граней четыре, уравнение 

одной из плоскостей уже есть: 7x+16y+26z+135=0 – урав-

нение плоскости АВС. 

Теперь по тому же правилу составим уравнение 

плоскости АВD: 

235

438

235



 zyx

=0, (х+5)
.
18–(у+3)

.
36+(z+2)

.
9=0,  

(х+5)
.
2–(у+3)

.
4+(z+2)=0. Окончательно: 2x–4y+z=0 – урав-

нение плоскости АВD. 

Составим уравнение плоскости АСD: 

235

116

235



 zyx

=0, (х+5)–(у+3)
.
17+(z+2)

.
23=0. 

 Окончательно: x–17y+23z=0 – уравнение плоскости АСD. 

Составим уравнение плоскости ВСD: 

603

342

63





 zyx

=0, (х–3)(–24)–у(–3)+(z+6)(–12)=0, 

(х–3)
.
8–у+(z+6)

.
4=0. Окончательно: 8x–y+4z=0 – уравнение 

плоскости ВСD. 

Ответ. АВС: 7x+16y+26z+135=0; АВD: 2x–4y+z=0; 

АСD: x–17y+23z=0; ВСD: 8x–y+4z=0. 
3) Составим уравнение плоскости, проходящей че-

рез вершину D параллельно грани АВС. Для этого восполь-

зуемся тем, что уравнение плоскости, проходящей через 

точку с координатами (x0;y0;z0) параллельно плоскости 

Ax+By+Cz+D=0, имеет вид: A(x–x0)+B(y–у0)+C(z–z0)=0. 

Плоскость АВС имеет уравнение 7x+16y+26z+135=0, точка 
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D имеет координаты (0;0;0). Значит, уравнение искомой 

плоскости: 7(x–0)+16(y–0)+26(z–0)=0. 

Ответ: 7x+16y+26z=0. 
4) Составим уравнение плоскости, проходящей че-

рез ребро АВ параллельно ребру СD. Для этого воспользу-

емся тем, что уравнение плоскости, проходящей через точ-

ку с координатами (x0;y0;z0) и имеющей нормальный вектор 

n=(A;B;C), имеет вид: A(x–x0)+B(y–у0)+C(z–z0)=0. В данном 

случае в качестве точки (x0;y0;z0) можно взять любую из 

точек А и В, а нормальный вектор n плоскости будет пер-

пендикулярен неколлинеарным векторам AB  и СD , а зна-

чит, вектор n коллинеарен их векторному произведению 

AB СD . Поскольку AB =(8;3;–4) и СD =(–1;4;3), то  

AB СD =

341

438





kji

=25i–20j+35k. В качестве нормаль-

ного вектора удобно взять коллинеарный ему  вектор 

n=(5;–4;7). Возьмем в качестве точки (x0;y0;z0), например, 

точку В(3;0;–6). Тогда уравнение искомой плоскости имеет 

вид: 5(х–3)–4(у–0)+7(z+6)=0. 

Ответ: 5х–4у+7z+27=0. 

5) Cоставим канонические уравнения прямой, со-

держащей ребро СD. Для этого воспользуемся тем, что ка-

нонические уравнения прямой, проходящей через точки 

(x1;y1;z1) и (x2;y2;z2), имеют вид: 
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














. В 

данном случае (x1;y1;z1) и (x2;y2;z2) – это точки С(1;–4;–3) и 

D(0;0;0). Получаем уравнения: 
30

3

40

4

10

1













 zyx
. 

Ответ: 
3

3

4

4

1

1 







 zyx
. 
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6) Составим общие уравнения прямой, проходящей 

через точку В параллельно ребру АС. Для этого сначала 

составим канонические уравнения искомой прямой. Вос-

пользуемся тем, что канонические уравнения прямой, про-

ходящей через точку (x0;y0;z0) с направляющим вектором 

a=(ax;ay;az), имеют вид: 
zyx a

zz

a

yy

a

xx 000 






. Точка 

(x0;y0;z0) – это точка В(3;0;–6), a= AC =(6;–1;–1). Получаем 

уравнения: 
1

)6(

1

0

6

3











 zyx
. Чтобы получить общие 

уравнения прямой, перепишем канонические уравнения в 

виде системы: 























1

)6(

1

0
1

0

6

3

zy

yx

, или 








06

036

zy

yx
. 

Ответ: 








06

036

zy

yx
. 

7) Найдем объем пирамиды ABCD. Воспользуемся 

тем, что этот объем в 6 раз меньше, чем объем параллеле-

пипеда, построенного на векторах AB , AC  и AD . А объем 

такого параллелепипеда равен модулю смешанного произ-

ведения этих векторов. В первом примере мы нашли, что 

AB
.
AC

.
AD =–135. Значит, объем параллелепипеда равен 

135, а объем пирамиды равен 135:6=22,5. 

Ответ: 22,5. 
8) Найдем длину высоты DH пирамиды ABCD. Эта 

высота равна расстоянию от точки D до плоскости, содер-

жащей противоположную грань, то есть до плоскости АВС. 

Воспользуемся тем, что расстояние от точки (x0;y0;z0) до 

плоскости Ax+By+Cz+D=0 равно 
222

000

СBA

DCzByAx




. Так 
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как плоскость АВС имеет уравнение 7x+16y+26z+135=0 и 

D(0;0;0), то это расстояние равно 
222 26167

13502601607




= 

=
981

135
=

109

45
.  

Ответ: 
109

45
. 

9) Найдем площадь грани АВС пирамиды ABCD. 

Это можно сделать двумя способами: используя векторное 

произведение или используя выражение объема пирамиды 

через площадь основания и высоту. 

Первый способ. Площадь треугольника АВС – это 

половина площади параллелограмма, построенного на век-

торах AB  и AC . А площадь такого параллелограмма равна 

модулю векторного произведения этих векторов. Так как 

AB =(8;3;–4) и AC =(6;–1;–1), то AB  AС =

116

438





kji

= 

=–7i–16j–26k, а  AB  АС = 981 =3 109  – это площадь 

параллелограмма. А площадь треугольника равна 1,5 109 . 

Второй способ. Объем пирамиды АВСD равен 
3

SH
, 

где S – площадь грани АВС, а Н – высота, проведенная к 

этой грани. Поскольку объем пирамиды равен 22,5 (пример 

7), а высота равна 
109

45
 (пример 8), то S=3

.
22,5:

109

45
= 

=
45

1095,223 
=

2

1093
.  
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Ответ: 
2

1093
. 

   10) Найдем величину угла между плоскостями ABС 

и АВD. Косинус угла  между плоскостями, заданными 
уравнениями A1x+B1y+C1z+D1=0 и A2x+B2y+C2z+D2=0, ра-

вен 
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121

CBACBA

CCBBAA




. Плоскости АВС и АВD 

имеют уравнения 7x+16y+26z+135=0 и 2x–4y+z=0, поэтому 

cos=
222222 1)4(226167

126)4(1627




=

21981

24
=

2289

8
. 

Ответ: arccos
2289

8
. 

11) Составим уравнение плоскости, проходящей че-

рез точку D перпендикулярно ребру АВ. Для этой плоско-

сти нормальный вектор n= AB =(8;3;–4), а D(0;0;0). Значит, 

уравнение плоскости: 8(x–0)+3(y–0)–4(z–0)=0. 

Ответ: 8x+3y–4z=0. 

12) Составим параметрические уравнения прямой, 

содержащей высоту DН пирамиды ABCD. Для этого сна-

чала составим канонические уравнения искомой прямой. 

Воспользуемся тем, что канонические уравнения прямой, 

проходящей через точку (x0;y0;z0) с направляющим векто-

ром a=(ax;ay;az), имеют вид: 
zyx a

zz

a

yy

a

xx 000 






. Точка 

(x0;y0;z0) – это точка D(0;0;0). А так как прямая DН перпен-

дикулярна грани АВС, то ее направляющий вектор a – это 

нормальный вектор плоскости АВС. Плоскость АВС  имеет 

уравнение 7x+16y+26z+135=0. Значит, a = (7;16;26). Полу-

чаем канонические уравнения прямой DН: 
26167

zyx
 . 
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Чтобы получить параметрические уравнения прямой DH, 

обозначим каждую из этих равных дробей через t, тогда  

получим: 





















Rt

tz

ty

tx

26

16

7

.    

Ответ: 





















Rt

tz

ty

tx

26

16

7

. 

13) Найдем координаты основания высоты DН пи-

рамиды ABCD. Искомая точка лежит на прямой DH и в 

плоскости АВС, значит, ее координаты удовлетворяют 

уравнениям 





















Rt

tz

ty

tx

26

16

7

 и 7x+16y+26z+135=0. Подставим вы-

ражения для х, y и z в уравнение плоскости АВС: 

7
.
7t+16

.
16t+26

.
26t+135=0, 981t= –135, t=

109

15
 . Теперь най-

дем координаты искомой точки: x=
109

15


.
7, y=

109

15


.
16, 

z=
109

15


.
26. 

Ответ: (
109

105
 ;

109

240
 ;

109

390
 ). 
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Тема 5. МАТРИЦЫ, ОПРЕДЕЛИТЕЛИ, СИСТЕМЫ 

ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 

Задание 1.  

Вычислить определители матриц А и В. 

 

ВАРИАНТЫ   ЗАДАНИЯ  1  

 
Вариант Матрица А Матрица В 

1. 



















100

026

225

 

























3014

2353

10732

4321

 

2. 















 

306

012

034

 





























3142

4231

2501

3421

 

3. 





















205

724

306

 



























1342

3114

0152

1342

 

4. 



















110

130

213

 





























1361

3521

1235

4312
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5. 

















 421

113

004

 





























1234

2123

3212

4321

 

6. 





















205

632

407

 



























3421

3420

1352

1413

 

7.   

















 153

020

486

 





























3162

0946

8724

4312

 

8.    



















100

035

168

 

























4230

1251

1234

2345

 

9.    





















100

632

612

 



























5432

1111

2345

1420

 

10.    





















412

015

026

 



























4201

3421

4532

1122
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11.    























206

211

307

 



























1325

4321

2543

0132

 

12.  



















200

137

348

 





























4420

3642

1531

2412

 

13.     



















130

150

113

 



























3261

2132

1032

4251

 

14.    





















130

574

002

 





























1523

2031

4351

1423

 

15.     

















 240

680

035

 





























4321

1532

5021

4312

 

16.     























101

037

059

 





























4132

4221

0253

2312
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17.     





















300

146

0810

 





























3112

0352

4132

1543

 

18.     

















401

030

312

 

























3412

0321

3152

3215

 

19.     





















160

270

107

 

























3201

1243

2112

2153

 

20.     





















273

382

002

 



























4152

3021

1432

1264

 

21.     



















300

031

142

 

























0453

3251

4121

2635

 

22.     























405

314

203

 





























3201

1251

3241

5213
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23.     

















 509

030

254

 



























1524

1675

3201

1532

 

24.     

















 220

210

221

 



























3112

1132

3250

3124

 

25.     





















461

131

002

 



























3201

4252

2351

6322

 

26.     





















202

057

024

 



























1321

5604

6223

3124

 

27.     





















300

163

585

 



























3321

0321

3502

4132

 

28.     





















503

079

946

 



























4132

1321

3543

2510
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29.     

















140

120

141

 

























3201

3202

3152

1123

 

30.     





















331

241

002

 

























3421

0463

1852

6342

 

 

Пример 

а) 
























724

006

135

A . Воспользуемся формулой определи-

теля 3-го порядка: если 


















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A , то А =  

=а11а22а33+а12а23а31+а13а21а32–(а13а22а31+а12а21а33+а11а23а32). 

По этой формуле А = 5
.
0

.
7+3

.
0

.
4+(–1)(–6)(–2)–((–1)

.
0

.
4+ 

+3(–6)
.
7+5

.
0(–2)) = 0+0–12–(0–126+0) = –12+126 = 114. 

     Заметим, что этот определитель можно найти быстрее, 

если разложить его по второй строке, воспользовавшись 

формулой: 

А = а21А21+а22А22+а23А23. По этой формуле  

А = –6А21+0А22+0А23 = –6(–1)
2+1

72

13




= 6(21–2) = 114. 

Ответ: А =114. 
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б) 



























0714

5443

12504

2322

B . Чтобы упростить вычисления, 

преобразуем определитель так, чтобы в какой-то строке 

(или столбце) все числа, кроме, быть может, одного, были 

равны нулю. Для этого воспользуемся одним из свойств 

определителя: определитель не меняется, если к строке 

прибавить другую строку, умноженную на число (или к 

столбцу прибавить другой столбец, умноженный на число). 

Например, можно взять второй столбец и преобразовать 

его так, чтобы все элементы, кроме четвертого, равнялись 

нулю. Для этого надо сначала к первой строке прибавить 

четвертую, умноженную на 2, а затем к третьей строке 

прибавить четвертую, умноженную на –4. Получим:  

В =

0714

)4(05)4(74)4(14)4()4(3

12504

2022732122)4(2







= 

=

0714

532013

12504

21706







. Разложим определитель по второму 

столбцу: В = b42А42 =1
.
(–1)

4+2
М42=

53213

1254

2176





. Этот оп-

ределитель тоже можно преобразовать: прибавим ко вто-

рой строке первую, умноженную на –6, а к третьей строке 

– первую, умноженную на –2,5:  
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В =

)5,2(25)5,2(1732)5,2)(6(13

)6(212)6(175)6)(6(4

2176







= 

=

05,7428

09740

2176







. Этот определитель разложим по третьему 

столбцу: В = 2(–1)
1+3

5,7428

9740




= 2(–2980+2716) = –528. 

Ответ: В = –528. 

Задание 2.  

Для данных матриц A и B указать, какие из операций 

выполнимы, и выполнить их: 1) A+B; 2) A
T
+B; 3) A+B

 T
; 4) 

A
T
+B

 T
; 5) AB; 6) A

T
B; 7) AB

 T
; 8) BA

T
. 

 

ВАРИАНТЫ   ЗАДАНИЯ   2  

 
 

Вариант 
 

Матрица А Матрица В 

1. 



















40

13

12

 














 

30

213

10

 

2. 





















21

15

12

 












292

143
 

3. 










431

532
 















 

32

26

10
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4. 














414

162
 













089

321
 

5. 





















17

38

10

 





















42

46

12

 

6. 















 

52

013

13

 








 502

132
 

7. 














534

130
 















 

43

126

51

 

8. 














356

152
 













584

463
 

9. 





















07

64

25

 




















51

26

15

 

10. 





















43

27

36

 












014

252
 

11. 

















 62

39

51

 




















51

45

32

 

12. 























53

73

26

 












189

247
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13. 














164

735
 





















14

53

27

 

14. 














162

945
 













614

756
 

15. 





















45

27

32

 





















34

17

26

 

16. 























43

29

54

 






 

135

746
 

17. 














534

132
 























72

95

51

 

18. 














815

434
 













712

835
 

19. 





















04

310

57

 




















72

36

23

 

20. 





















45

39

27

 












181

375
 

21. 





















45

73

16

 




















41

37

62

 



 72 

22. 





















43

94

16

 












613

567
 

23. 














1094

368
 























17

43

13

 

24. 














736

252
 













715

542
 

25. 





















42

24

53

 





















31

65

28

 

26. 























16

73

64

 












213

464
 

27. 














123

452
 























75

28

37

 

28. 














464

573
 







 

321

876
 

29. 





















61

57

53

 






















43

511

65

 

30. 





















70

31

49

 












213

139
 



 73 

Пример 















379

820
A ; 





















134

02

97

B . 

1) Поскольку А – 23-матрица, а В – 32-матрица, то найти 
сумму А+В нельзя: складывать можно только матрицы од-

ного размера. 

2) Чтобы записать матрицу А
Т
, нужно строки матрицы А 

поменять местами с ее столбцами: А
Т
=





















38

72

90

 – это 

32-матрица, как и матрица В. Поэтому сумму А
Т
+В найти 

можно. Сложение матриц выполняется поэлементно: 

А
Т
+В=





















38

72

90

+
















 134

02

97

=






















133)4(8

0722

9970

=
















164

70

07

. 

3) В
Т
= 







 

1309

427
– это 23-матрица, как и матрица А. По-

этому сумму А+В
Т
 найти можно: А+В

Т
= 

= 












379

820
+ 







 

1309

427
= 













1330799

482270
= 

= 








1670

407
.  

Из предыдущего пункта видно, что А+В
Т 

= (А
Т
+В)

Т
. 

Действительно, используя свойства операции транспони-

рования, можно получить: (А
Т
+В)

Т 
= (А

Т
)

Т
+(В)

Т 
= А+В

Т
. 

4) Из двух предыдущих пунктов видно, что А
Т
 – 32-

матрица, а В
Т
 – 23-матрица. Значит, сумму А

Т
+В

Т
 найти 

нельзя, поскольку слагаемые – матрицы разного размера. 
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5) Чтобы матрицы можно было перемножить, число столб-

цов первого множителя должно равняться числу строк вто-

рого множителя. Поскольку А – 23-матрица, а В – 32-
матрица, то найти произведение АВ можно. Воспользуемся 

правилом умножения матриц: если А – mn-матрица, а В –

nk-матрица, то их произведение АВ=  
ijс  – mk-матрица, 

элементы которой находят по формуле: cij = ia jb (скаляр-

ное произведение i-ой строки матрицы А и j-ого столбца 

матрицы В). Тогда АВ = 












379

820

















 134

02

97

= 

= 












1330799)4(32779

1380)2(90)4(82)2(70
= 













4261

10436
. 

6) А
Т
 – 32-матрица, В – 32-матрица. Число столбцов 

первой матрицы (2) не равно числу строк второй матрицы 

(3). Поэтому произведение А
Т
В найти нельзя. 

7) А – 23-матрица, В
Т
 – 23-матрица. Число столбцов 

первой матрицы (3) не равно числу строк второй матрицы 

(2). Поэтому произведение АВ
Т
 найти нельзя. 

8) В – 32-матрица, А
Т
 – 32-матрица. Число столбцов 

первой матрицы (2) не равно числу строк второй матрицы 

(3). Поэтому произведение ВА
Т
 найти нельзя. 

Ответ: 

А
Т
+В=

















164

70

07

; А+В
Т
= 









1670

407
; АВ= 













4261

10436
; 

остальные операции невыполнимы. 

 

Задание 3. 

 Для данной матрицы А найти обратную, если она суще-

ствует, и сделать проверку: убедиться, что АА
-1

 = Е. 
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ВАРИАНТЫ   ЗАДАНИЯ   3  

 
Вариант 

Матрица А 

Вариант 

Матрица А 

1. 





















121

011

322

A  

2. 



















223

011

324

A  

3. 



















453

564

112

A  

4. 



















631

321

432

A  

5. 



















421

210

101

A  

6. 





















332

011

41017

A  

7. 



















122

234

233

A  

8. 



















122

423

412

A  

9. 

























123

235

124

A  

10. 

























012

423

321

A  

11. 





















134

523

722

A  

12. 

























441

344

436

A  

13. 



















554

342

443

A  

14. 



















623

142

232

A  
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15. 





















323

762

556

A  

16. 



















543

454

554

A  

17. 





















512

235

423

A  

18. 



















523

254

312

A  

19. 



















322

225

313

A  

20. 



















652

431

144

A  

21. 





















125

251

135

A  

22. 

























412

525

249

A  

23. 

























375

254

132

A  

24. 





















214

1081

111

A  

25. 



















434

323

362

A  

26. 

























223

212

112

A  

27. 























203

334

213

A  

28. 



















132

111

101

A  

29. 

























455

232

334

A  

30. 





















512

123

221

A  
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Пример 

А=




















512

123

111

. Найдем матрицу А
–1

. 

Первый способ. 

Чтобы найти матрицу, обратную матрице А порядка 

n, записывают рядом А и Е, а затем к полученной n2n-
матрице применяют элементарные преобразования строк 

так, чтобы матрица А превратилась в единичную матрицу. 

При этом на месте матрицы Е появится матрица А
–1

. 

     Запишем: 




















100

010

001

512

123

111

. 

Прибавим ко второй строке первую, умноженную на –3, а к 

третьей строке – первую, умноженную на 2: 



















102

013

001

730

410

111

.  

Прибавим к третьей строке вторую, умноженную на 3: 

























137

013

001

500

410

111

.  

Умножим третью строку на –0,2: 





















2,06,04,1

013

001

100

410

111

. 

Прибавим к первой строке третью, умноженную на –1, а ко 

второй строке – третью, умноженную на 4:  
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























2,06,04,1

8,04,16,2

2,06,04,0

100

010

011

.  

Умножим вторую строку на –1: 

 






















2,06,04,1

8,04,16,2

2,06,04,0

100

010

011

.  

Прибавим к первой строке вторую, умноженную на –1: 























2,06,04,1

8,04,16,2

6,08,02,2

100

010

001

. Слева – матрица Е. 

Значит, А
–1

=






















2,06,04,1

8,04,16,2

6,08,02,2

. 

 Проверка: 

 




















512

123

111























2,06,04,1

8,04,16,2

6,08,02,2

= 























)1(8,02,1)3(4,16,17)6,2(4,4

2,06,18,16,08,24,2)4,1()2,5(6,6

)2,0(8,06,0)6,0(4,18,04,1)6,2(2,2

=
















100

010

001

.  

Итак, АА
–1

=Е. Значит, матрица А
–1

 найдена верно. 

Второй способ. 
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      Матрицу, обратную матрице А, можно найти по 

формуле: А
–1

=(bij), где bij =
А

1
Аji. 

А=




















512

123

111

; А =10+2+3–(–4–1+15)=15–10=5. 

Найдем алгебраические дополнения элементов матрицы А: 

А11= 
51

12 
= 11; А21= –

51

11
= –4; А31= 

12

11


= –3; 

А12= –
52

13




= –13; А22= 

52

11


= 7; А32= –

13

11


= 4; 

А13= 
12

23


= 7; А23= –

12

11


= –3; А33= 

23

11
= –1. 

А
–1

=
5

1























137

4713

3411

=






















2,06,04,1

8,04,16,2

6,08,02,2

. Результат, 

конечно, получился тот же, что и в первом случае. 

Ответ: А
–1

=






















2,06,04,1

8,04,16,2

6,08,02,2

.  

 

Задание 4.  

Решить систему уравнений методом Крамера, Гаусса и 

методом обратной матрицы. Сделать проверку. 

 

ВАРИАНТЫ   ЗАДАНИЯ   4  

 
Вариант 

Система уравнений 

Вариант 

Система уравнений 
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1. 

.

6

8233

52















zyx

zyx

zyx

 

2. 

.

324

92

6















zyx

zyx

zyx

 

3. 

.

0323

2235

124















zyx

zyx

zyx

 

4. 

.

1322

1225

233















zyx

zyx

zyx

 

5. 

.

1342

1353

4525















zyx

zyx

zyx

 

6. 

.

332

243

134















zyx

zyx

zyx

 

7. 

.

12

443

243















zyx

zyx

zyx

 

8. 

.

35

7425

22















zyx

zyx

zyx

 

9. 

.

522

2234

33















zyx

zyx

zyx

 

10. 

.

12

62

423















zyx

zyx

zyx

 

11. 

.

3222

433

52















zyx

zyx

zyx

 

12. 

.

226

523

23















zyx

zyx

zyx

 

13. 

.

43

35

1















zyx

zyx

zyx

 

14. 

.

6

32

93















zyx

zyx

zyx

 

15. 

.

132

1242

423















zyx

zyx

zyx

 

16. 

.

223

12

325















zyx

zyx

zyx
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17. 

.

2

53

7















zyx

zyx

zyx

 

18. 

.

62

922

5333















zyx

zyx

zyx

 

19. 

.

5232

343

23















zyx

zyx

zyx

 

20. 

.

323

124

423















zyx

zyx

zyx

 

21. 

.

432

1242

923















zyx

zyx

zyx

 

22. 

.

12

32

43















zyx

zyx

zyx

 

23. 

.

322

5

3232















zyx

zyx

zyx

 

24. 

.

522

132

45















zyx

zyx

zyx

 

25. 

.

732

323

642















zyx

zyx

zyx

 

26. 

.

232

1242

423















zyx

zyx

zyx

 

27. 

.

242

5233

0324















zyx

zyx

zyx

 

28. 

.

322

5

6232















zyx

zyx

zyx

 

29. 

.

253

545

723















zyx

zyx

zyx

 

30. 

.

4742

1653

342















zyx

zyx

zyx

 

 

Пример. 















052

123

3

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 
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1)Метод Крамера. Если А 0, то систему можно решить по 

формулам Крамера: х1 =


1 , х2 = 


2 , ..., хn = 


n , – где 

= А , а k – определитель матрицы, полученной из матри-

цы А заменой k-го столбца столбцом свободных членов. 

В нашем примере: 

 =

512

123

111



 =5, 1=

510

121

113

 = 37, 

 2=

502

113

131



 = –46, 3=

012

123

311



 = 24.  

Тогда по правилу Крамера х1 = 7,4, х2 = –9,2, х3 = 4,8. 

Проверка:   

х1+х2+х3 = 7,4 – 9,2 + 4,8 = 3;  

3х1+2х2–х3 = 22,2 – 18,4 – 4,8 = –1;  

–2х1+х2+5х3 = –14,8 – 9,2 + 24 =0.  

Таким образом, решение найдено верно. 

 

2)Метод обратной матрицы. Систему А x =b , где А 0, 

можно решить по формуле: x =А
–1

b . 

В нашем примере А=




















512

123

111

; b =


















0

1

3

. 

Как показано в примере к предыдущему заданию,  

А
–1

=
5

1























137

4713

3411

.  
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Значит, x =
5

1























137

4713

3411



















0

1

3

=
5

1























0321

0739

0433

= 

=
5

1



















24

46

37

=


















8,4

2,9

4,7

.  

Получилось то же решение: х1 = 7,4, х2 = –9,2, х3 = 4,8. 

Ответ: х1 = 7,4, х2 = –9,2, х3 = 4,8. 
 

Задание 5.  

Сравнить ранги основной и расширенной матриц системы 

линейных уравнений, сделать вывод и решить систему 

методом Гаусса; записать какое-нибудь частное решение 

и для него сделать проверку. 

 

ВАРИАНТЫ   ЗАДАНИЯ   5  

 

Вариант 

Система уравнений 

1. 





















.

1493822

632533

63422

4323

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

2. 





















.

11177142

632533

122

122

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx
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3. 





















.

134396

998569

133873015

266475

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

4. 





















.

375554

243333

02

12

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

5. 





















.

227458

744854

293514

635756

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

6. 





















.

22252

1223

1322

02

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

7. 





















.

1262349

13263

8625203

23934215

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

8. 





















.

2223

363245

9634813

1422

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx
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9. 





















.

532527

464745

732211

8643413

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

10. 





















.

164523

33242

7322

29632

54321

54321

5432

54321

xxxxx

xxxxx

xxxx

xxxxx

 

11. 





















.

6457

4953

743235

65233

54321

5321

54321

54321

xxxxx

xxxx

xxxxx

xxxxx

 

12. 





















.

563234

44223

04232

12732

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

13. 





















.

53311

5323

2226

75433

54321

54321

4321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxx

xxxxx

 

14. 





















.

23363

44111255

1232

1432

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx
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15. 





















.

174242

743624

12

23

54321

54321

4321

5321

xxxxx

xxxxx

xxxx

xxxx

 

16. 





















.

585723

27523

65372

423

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

17. 





















.

633242

11472

534563

4232

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

18. 





















.

75322

12532

4343

2232

54321

54321

54321

5321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxx

 

19. 





















.

764357

43235

53248

1096579

54321

54321

5421

54321

xxxxx

xxxxx

xxxx

xxxxx

 

20. 





















.

12

132

12

02432

5432

4321

5321

54321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxxx
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21. 





















.

856274

42342

679356

05936

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

22. 





















.

34532

2311873

8532

34532

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

23. 





















.

662257

793489

26267

3344

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

24. 





















.

811732

12224

101595510

586348

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

25. 





















.

33423

45734

74525

371065

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

26. 





















.

24

12574

23

3332

54321

54321

5321

4321

xxxxx

xxxxx

xxxx

xxxx
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27. 





















.

71017532

4222

232

3232

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

28. 





















.

13244

332222

13

56453

5431

54321

321

54321

xxxx

xxxxx

xxx

xxxxx

 

29. 





















.

12433

24

22

5223

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

30. 





















.

7233

123

42

4355

4321

5421

54321

5431

xxxx

xxxx

xxxxx

xxxx

 

 

Пример   





















132

9333

42

122

4321

421

321

54321

xxxx

xxx

xxx

xxxxx

.  

           Запишем расширенную матрицу системы и будем 

приводить эту матрицу к ступенчатому виду: 

 



 89 

А
~

=





























1

9

4

1

03211

03033

00112

21121

. 

Прибавим ко второй строке первую, умноженную на –2, к 

третьей строке – первую, умноженную на –3, к четвертой 

строке – первую, умноженную на –1: 





























2

6

2

1

24310

60390

42350

21121

.  

Поменяем местами вторую и четвертую строки: 































2

6

2

1

42350

60390

24310

21121

. 

Прибавим к третьей строке вторую, умноженную на –9, к 

четвертой строке – вторую, умноженную на –5: 































12

24

2

1

6181200

12362400

24310

21121

. 

Прибавим к четвертой строке третью, умноженную на –0,5: 





























0

24

2

1

00000

12362400

24310

21121

.  
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Вычеркнем нулевую строку, а третью строку разделим на 

12. Получим ступенчатый вид матрицы А
~

: 

























2

2

1

13200

24310

21121

.  

Таким образом, ранг матрицы А
~

 равен 3. Матрица 
слева от вертикальной черты представляет ступенчатый 

вид матрицы А; таким образом, ее ранг также равен 3. Зна-

чит, ранги матриц А
~

 и А совпадают. Поэтому по теореме 
Кронекера-Капелли данная система линейных уравнений 

совместна. Поскольку же ранг системы (3) меньше числа 

неизвестных (5), то система имеет бесконечно много реше-

ний. Чтобы найти их, выпишем преобразованную систему: 















232

2243

122

543

5432

54321

xxx

xxxx

xxxxx

. Выразим из последнего урав-

нения х5 и подставим в предпоследнее уравнение: 















232

2)232(243

122

435

43432

54321

xxx

xxxxx

xxxxx

, то есть 















232

22

122

435

432

54321

xxx

xxx

xxxxx

. Выразим из предпоследнего 

уравнения х2 и подставим в предыдущее уравнение: 

 

   















232

22

12322222

435

432

4343431

xxx

xxx

xxxxxxx

, 
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то есть 















232

22

1

435

432

431

xxx

xxx

xxx

. Отсюда получаем общее реше-

ние: 















232

22

1

435

432

431

xxx

xxx

xxx

, где х3, х4 – свободные неизвест-

ные. Заметим, что число свободных неизвестных равно 

разности между числом неизвестных и рангом системы: 

5–3=2. 

Чтобы найти какое-нибудь частное решение, прида-

дим свободным неизвестным какие-нибудь конкретные 

значения: пусть, например, х3 = х4 = 0. Тогда х1 = 1, х2 = 2,  

х5 = –2. Подставим эти значения в уравнения системы: 





















1002132

9063333

40222

14004122

4321

421

321

54321

xxxx

xxx

xxx

xxxxx

.  

Итак, найденное частное решение удовлетворяет системе. 

Ответ: общее решение 















232

22

1

435

432

431

xxx

xxx

xxx

,  

где х3, х4 – свободные неизвестные; 

частное решение  х1 = 1, х2 = 2, х3 = 0, х4 = 0, х5 = –2. 
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Тема 6. ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА, 

 ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

 

Задание 1.  

Определить, образует ли линейное пространство над по-

лем действительных чисел данное множество М, в кото-

ром определены сумма ху элементов множества М и 

произведение αх действительного числа α и элемента х 

множества М. 

ВАРИАНТЫ   ЗАДАНИЯ   1 

 
Вариант Множество М Сложе-

ние 

Умножение 

   на число 

1. Трехмерные векто-

ры с целочислен-

ными координата-

ми 

ху=х+у αх=αх 

2. Трехмерные векто-

ры, лежащие на оси 

Оz 

ху=х+у αх=αх 

3. Двумерные векто-

ры, каждый из ко-

торых лежит на оси 

Охили на оси Оу 

ху=х+у αх=αх 

4. Все трехмерные 

векторы 
ху=ху αх=αх 

5. Трехмерные векто-

ры, лежащие на оси 

Оу 

ху=х+у αх=αхj 

6. Трехмерные векто-

ры, являющиеся 

линейными 

комбинациями 

данных векторов a, 

ху=х+у αх=αх 
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b и с 

7. Функции, прини-

мающие 

положительные 

значения 

f(t)g(t)= 
=f(t)

.
g(t) 

αf(t)=(f(t))
α
 

8. Непрерывные 

функции, 

определенные на 

отрезке [0;1] 

f(t)g(t)= 

=f(t)+g(t) 

αf(t)=α
.
f(t) 

9. Четные функции,  

определенные 

на отрезке [–1;1] 

f(t)g(t)= 
=f(t)

.
g(t) 

αf(t)=α
.
f(t) 

10. Нечетные функции,  

определенные  

на отрезке [–1;1] 

f(t)g(t)= 

=f(t)+g(t) 

αf(t)=α
.
f(t) 

11. Функции двух 

переменных вида  

f(x,y)=ax+by 

f(x,y) 

g(x,y)= 

=f(x,y)+ 

+g(x,y)  

αf(x,y)=αf(x,y) 

12. Многочлены треть-

ей степени от 

переменной х 

Р(х)Q(x) 

=Р(х)+ 

+Q(x)  

αР(х)=αР(х) 

13. Многочлены сте-

пени не выше 

третьей от пере-

менной х  

Р(х)Q(x)

=Р(х) 

+Q(x)  

αР(х)=αР(х) 

14. 
 

Упорядоченные 

наборы из n чисел:  

х=(х1, х2, …, хn), 

у=(у1, у2, …, уn) 

ху= 
(х1+у1, 

х2+у2,…, 

хn+уn)  

αх=(αх1,αх2,…,αхn) 



 94 

15. 
 

Упорядоченные 

наборы из n чисел:  

х=(х1, х2, …, хn), 

у=(у1, у2,…, уn) 

ху= 

(х1у1, х2у2, 

…, хnуn)  

αх=(αх1,αх2,…,αхn) 

16. Сходящиеся после-

довательности: 

х=(хn), у=(уn) 

ху= 

=(хn+уn) 

αх=(αхn) 

17. Расходящиеся 

последовательно-

сти: х=(хn), у=(уn) 

ху= 

=(хn+уn) 

αх=(αхn) 

18. 
 

Многочлены степени 

не выше второй от 

переменных х и у 

 

Р(х,у) 

Q(х,у)= 

=Р(х,у)+ 

+Q(х,у) 

αР(х,у)=αР(х,у) 

19. Диагональные мат-

рицы пятого поряд-

ка: А=(aij), B=(bij) 

АВ= 

=(aij+bij)  

αА=(αaij) 

20. Невырожденные 

матрицы пятого 

порядка: А=(aij), 

B=(bij) 

АВ=АВ  αА=(αaij) 

21. Квадратные матри-

цы пятого порядка: 

 А=(aij), B=(bij)  

АВ= 

=(aij+bij)  

αА=(αaij) 

22. Диагональные мат-

рицы пятого поряд-

ка: А=(aij), B=(bij) 

АВ=АВ  αА=(αaij) 

23. Матрицы размером 

3х4: А=(aij), B=(bij) 
АВ= 

=(aij+bij)  

αА=(αaij) 

24. Симметрические 

матриц пятого по-

рядка:  А=(aij), 

B=(bij);  

АВ= 
=(aij+bij)  

αА=(αaij) 
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25. Целые числа  ху=х+у 

 

αх=[αх]  

(квадратными  

скобками  

обозначена  

целая часть  

числа) 

26. Действительные 

числа  
ху=х+у αх=αх 

27. Положительные  

действительные 

числа  

ху=ху αх=х
α
 

28. Отрицательные  

действительные 

числа  

ху= 

= –х
.
у  

αх= –х
α
 

29. Действительные 

числа  
ху=ху αх=αх 

30. 
 

Дифференцируе-

мые функции  
f(t)g(t)= 

=f(t)+g(t)  

αf(t)=α
.
f(t) 

 

Пример 

Определим, образует ли линейное пространство над 

полем действительных чисел множество М всех диффе-

ренцируемых функций, если сумма элементов множества 

М определяется по формуле f(t)g(t)=f(t)g(t), а произведе-

ние действительного числа α и элемента множества М оп-

ределяется по формуле αf(t)=α
.
f(t). 

 1. Для линейного пространства М над полем дейст-

вительных чисел должны выполняться следующие требо-

вания к операции сложения:  

 если хМ и уМ, то хуМ, причем 

1.1.  ху=ух для любых х, уМ; 

1.2. х(уz)=(ху)z для любых х, у, zМ; 

1.3. существует ОМ: хО=х для любого хМ; 

1.4. для любого хМ существует –хМ: х(–х)=О. 
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 В данном примере f(t)g(t)=f(t)g(t). Произведение 
дифференцируемых функций является дифференцируемой 

функцией. Значит, если f(t)М и g(t)М, то f(t)g(t)М. 

Проверим требования 1.1.–1.4. 

 Поскольку f(t)g(t)=g(t)f(t), то f(t)g(t)=g(t)f(t) для 

любых f(t), g(t)М. Значит, требование 1.1. выполнено. 

Поскольку f(t)(g(t)h(t))=(f(t)g(t))h(t), то f(t)(g(t) 

h(t))=(f(t)g(t))h(t) для любых f(t), g(t), h(t)М. Значит, 

требование 1.2. выполнено. 

 Обозначим через О функцию, тождественно равную 

1. Эта функция дифференцируема, то есть ОМ. Посколь-

ку f(t)
.
1= f(t), то f(t)О=f(t) для любого f(t)М. Значит, тре-

бование 1.3. выполнено. 

 Если f(t)М, то должно быть f(t)(–f(t))=О, то есть 
f(t)(–f(t))=1. Значит, функция –f(t) – это (f(t))

–1
. Но функция 

(f(t))
–1

 является дифференцируемой не для любой диффе-

ренцируемой функции f(t). Поэтому неверно, что –f(t)М 

для любого f(t)М. Значит, требование 1.4. не выполнено. 
 2. Для линейного пространства М над полем дейст-

вительных чисел должны выполняться следующие требо-

вания к операции умножения на число:  

 если хМ и αR, то αхМ, причем 

2.1. α(х)=(α)х  для любых α, R, хМ; 

2.2. (α+)х=(αх)(х) для любых α, R, хМ; 

2.3. α(ху)=(αх)(αу) для любых αR, х, уМ; 

2.4. 1х=х для любого хМ. 

 В данном примере выполнение этих требований 

можно не проверять, поскольку уже показано, что выпол-

няются не все требования к сложению. 

Ответ: нет.  

Задание 2.  

Определить, являются ли линейно зависимыми данные 

векторы. 
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ВАРИАНТЫ      ЗАДАНИЯ     2 

 
Вари-

ант 
а1 а2 а3 а4 

1. (3;2;4;7) (4;–3;11;–2) (–5;3;–13;1) (7;–2;16;3) 

2. (1;1;4;2) (1;1;–2;4) (0;2;6;–2) (–3;–1;3;4) 

3. (2;3;5;2) (1;–2;1;–1) (–1;2;–1;1) (1;–3;2;–3) 

4. (1;0;1;0) (–2;1;3;–7) (3;–1;0;3) (4;–3;1;–3) 

5. (1;2;3;1) (2;3;1;2) (3;1;2;–2) (0;4;2;5) 

6. (2;3;4;1) (–1;1;–1;3) (3;–5;1;–13) (3;0;3;–6) 

7. (1;2;3;–4) (2;–1;2;5) (2;–1;5;–4) (2;3;–4;1) 

8. (2;3;4;1) (3;–1;1;–2) (–1;2;–3;4) (5;–7;6;–7) 

9. (1;2;1;1) (1;1;1;2) (–3;–2;1;–3) (–1;1;3;1) 

10. (1;2;3;4) (2;3;4;1) (3;4;1;2) (7;11;11;11) 

11. (–1;–1;0;2) (1;0;–1;–2) (–1;–3;1;5) (1;2;–3;–6) 

12. (2;1;1;2) (1;3;1;3) (1;1;5;3) (2;5;–7;14) 

13. (–5;3;–13;1) (7;–2;16;3) (3;2;4;7) (4;–3;11;–2) 

14. (0;2;6;–2) (–3;–1;3;4) (1;1;4;2) (1;1;–2;4) 

15. (–1;2;–1;1) (1;–3;2;–3) (2;3;5;2) (1;–2;1;–1) 

16. (3;–1;0;3) (4;–3;1;–3) (1;0;1;0) (–2;1;3;–7) 

17. (3;1;2;–2) (0;4;2;5) (1;2;3;1) (2;3;1;2) 

18. (2;–1;5;–4) (2;3;–4;1) (1;2;3;–4) (2;–1;2;5) 

19. (–1;2;–3;4) (5;–7;6;–7) (2;3;4;1) (3;–1;1;–2) 

20. (–3;–2;1;–3) (–1;1;3;1) (1;2;1;1) (1;1;1;2) 

21. (3;4;1;2) (7;11;11;11) (1;2;3;4) (2;3;4;1) 

22. (–1;–3;1;5) (1;2;–3;–6) (–1;–1;0;2) (1;0;–1;–2) 

23. (1;1;5;3) (2;5;–7;14) (2;1;1;2) (1;3;1;3) 

24. (3;–5;1;–13) (3;0;3;–6) (2;3;4;1) (–1;1;–1;3) 

25. (7;–2;16;3) (4;–3;11;–2) (–5;3;–13;1) (3;2;4;7) 

26. (–3;–1;3;4) (1;1;–2;4) (0;2;6;–2) (1;1;4;2) 

27. (1;–3;2;–3) (1;–2;1;–1) (–1;2;–1;1) (2;3;5;2) 

28. (4;–3;1;–3) (–2;1;3;–7) (3;–1;0;3) (1;0;1;0) 

29. (0;4;2;5) (2;3;1;2) (3;1;2;–2) (1;2;3;1) 

30. (3;0;3;–6) (–1;1;–1;3) (3;–5;1;–13) (2;3;4;1) 
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Пример 

Определим, являются ли линейно зависимыми век-

торы а1=(1;2;–3;3;1), а2=(2;–1;1;1;1), а3=(–3;4;–5;1;–1), 

а4=(5;0;–1;5;3). Для этого достаточно определить ранг мат-

рицы, строками которой являются эти векторы: если ранг 

меньше числа векторов, то они линейно зависимы. 

А=





























35105

11543

11112

13321

.  

Приведем матрицу А к ступенчатому виду. 

Прибавим ко второй строке первую, умноженную на 

–2, к третьей – первую, умноженную на 3, к четвертой – 

первую, умноженную на –5: 





























21014100

21014100

15750

13321

.  

Прибавим к третьей строке вторую, умноженную на 

2, а к четвертой – вторую, умноженную на –2: 

























00000

00000

15750

13321

.  

Теперь вычеркиваем нулевые строки и получаем 

ступенчатую матрицу из двух строк: 














15750

13321
.  

Значит, r(A)=2. Таким образом, ранг матрицы мень-

ше числа векторов. 
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Ответ: векторы линейно зависимы. 
 

Задание 3.   

Найти базис и размерность пространства решений одно-

родной системы линейных уравнений. 

ВАРИАНТЫ   ЗАДАНИЯ  3  

 

1.















.0178545

,0683

,036527

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 2.















.0417732

,0432

,0874

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

3.















.0182347

,0452

,031183

54321

4321

54321

xxxxx

xxxx

xxxxx

   4.















.036

,012324

,052

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

5.















.01233

,0153

,0104322

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 6.















.067534

,0933

,03322

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

7.















.01610733

,0232

,03432

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 8.















.012574

,0572

,0232

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

9.















.010222

,0963

,0101527

5421

54321

54321

xxxx

xxxxx

xxxxx

  10.















.08522

,0823

,055

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

11.















.0131096

,03232

,018283

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx
 12.















.032732

,0232

,047325

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

13.















.09266

,0141462

,036527

54321

5421

54321

xxxxx

xxxx

xxxxx

 14.















.012463

,04181442

,0874

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx
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15.















.037132

,0219534

,031183

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx
 16.















.04233

,04

,052

54321

541

54321

xxxxx

xxx

xxxxx

  

17.















.0534

,0256

,0104322

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx
 18.















.084

,05422

,03322

5321

54321

54321

xxxx

xxxxx

xxxxx
 

19.















.05563

,0131444

,03432

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx
    20.















.07623

,0102253

,0232

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx
 

21.















.019926

,01745

,0101527

54321

4321

54321

xxxxx

xxxx

xxxxx
    22.















.0632

,0131023

,055

5431

54321

54321

xxxx

xxxxx

xxxxx
 

23.















.0211132

,051252

,018283

5321

54321

54321

xxxx

xxxxx

xxxxx
   24.















.061024

,05453

,047325

5431

54321

54321

xxxx

xxxxx

xxxxx
 

25.















.0178545

,0141462

,02316674

54321

5421

54321

xxxxx

xxxx

xxxxx
 26.















.0417732

,04181442

,081485

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx
 

27.















.0182347

,0219534

,0182826

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx
 28.















.036

,04

,015333

54321

541

5432

xxxxx

xxx

xxxx
 

29.















.01233

,0256

,032222

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx
 30.















.067534

,05422

,03463

54321

54321

5431

xxxxx

xxxxx

xxxx
 

 

Пример 





















05274

04223

07245

05

54321

54321

54321

521

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxx

.  
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Найдем общее решение системы методом Гаусса. 

Столбец свободных членов при этом можно не писать: ну-

ли так и останутся нулями при всех элементарных преобра-

зованиях.  





























51274

41223

72415

10051





























112130

112130

224260

10051

 














112130

10051
. 

Получаем систему








0213

05

5432

521

xxxx

xxx
. Общее решение:  









5324

521

213

5

xxxx

xxx
, х2, х3, х5 – свободные неизвестные.  

Базис пространства решений системы – это фунда-

ментальный набор решений. Для его нахождения составим 

таблицу, имеющую пять столбцов (столько, сколько неиз-

вестных) и три строки (столько, сколько свободных неиз-

вестных). В первой строке х2=1, х3=х5=0; во второй строке 

х3=1, х2=х5=0; в третьей строке х5=1, х2=х3=0; х1 и х4 нахо-

дим по формулам общего решения. 

 х1 х2 х3 х4 х5 

1f  5 1 0 13 0 

2f  0 0 1 2 0 

3f  –1 0 0 1 1 

   Итак, 1f = (5,1,0,13,0), 2f = (0,0,1,2,0), 3f = (–1,0,0,1,1) 

– фундаментальный набор решений. Всякое решение сис-

темы является линейной комбинацией 1f , 2f  и 3f : 

x = (5х2–х5; х2; х3; 13х2+2х3+х5; х5) = х2 1f +х3 2f +х5 3f . 
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Ответ: 1f = (5,1,0,13,0), 2f = (0,0,1,2,0),
3f = (–1,0,0,1,1). 

Задание 4.  

Найти координаты вектора х базисе g1, g2, g3, если он за-

дан в базисе e1, e2, e3. 

 

ВАРИАНТЫ   ЗАДАНИЯ   4 

 
Вариант g1 g2 g3 х 

1. e1+e2+2e3 2e1–e2 e1+e2+e3 (6,–1,3) 

2. e1+e2+3e3 1,5e1–e2 –e1+e2+e3 (1,2,4) 

3. e1+e2+4e3 

3

4 e1–e2 
–e1+e2+e3 (1,3,6) 

4. e1+e2+1,5e3 3e1–e2

 
–e1+e2+e3 (2,4,1) 

5. e1+e2+
3

4 e3 
4e1–e2 –e1+e2+e3 (6,3,1) 

6. e1+e2+5e3 1,25e1–e2 –e1+e2+e3 (1,4,8) 

7. e1+e2+1,25e3 5e1–e2 –e1+e2+e3 (8,4,1) 

8. e1+e2+6e3 1,2e1–e2 –e1+e2+e3 (2,5,10) 

9. e1+e2+1,2e3 6e1–e2 –e1+e2+e3 (10,5,1) 

10. e1+e2+7e3 

6

7
e1–e2 

–e1+e2+e3 (1,6,12) 

11. e1+e2+
6

7
e3 

7e1–e2

 
–e1+e2+e3 (–12,6,1) 

12. e1+e2+8e3 

7

8
e1–e2 

–e1+e2+e3 (–1,7,14) 

13. e1+e2–e3 0,5e1–e2

 
–e1+e2+e3 (–3,2,4) 

14. e1+e2+0,5e3 –e1–e2 –e1+e2+e3 (2,4,3) 

15. e1+e2–2e3 

3

2
e1–e2 

–e1+e2+e3 (2,6,–3) 

16. e1+e2+
3

2
e3 

–2e1–e2

 
–e1+e2+e3 (12,3,–1) 

17. e1+e2–3e3 0,75e1–e2 –e1+e2+e3 (1,–4,8) 

18. e1+e2–3e3 0,75e1–e2 –e1+e2+e3 (1,4,–8) 
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19. e1+e2–4e3 0,8e1–e2 –e1+e2+e3 (7,–5,10) 

20. e1+e2+0,8e3 –4e1–e2 –e1+e2+e3 (5,–5,–4) 

21. e1+e2–5e3 

6

5 e1–e2 
–e1+e2+e3 (1,–6,6) 

22. e1+e2+
6

5 e3 
–5e1–e2

 
–e1+e2+e3 (6,6,2) 

23. e1+e2–6e3 

7

6 e1–e2 
–e1+e2+e3 (1,7,–7) 

24. e1+e2+
7

6 e3 
–6e1–e2

 
–e1+e2+e3 (7,7,2) 

25. e1+e2–7e3 

8

7 e1–e2 
–e1+e2+e3 (3,–8,8) 

26. e1+e2–8e3 

9

8 e1–e2

 

–e1+e2+e3 (1,–9,9) 

27. e1+e2+
9

8 e3 
–8e1–e2

 
–e1+e2+e3 (9,9,2) 

28. e1+e2–9e3 0,9e1–e2 –e1+e2+e3 (3,–10,10) 

29. e1+e2+0,9e3 –9e1–e2 –e1+e2+e3 (10,10,7) 

30. e1+e2+10e3 

9

10
e1–e2 

–e1+e2+e3 (1,9,18) 

 

Пример 

          g1=e1+e2+11e3, g2=1,1e1–e2, g3= –e1+e2+e3, х=(1,10,10). 

         Сначала запишем матрицу перехода Т от базиса e1, e2, 

e3 к базису g1, g2, g3. Столбцы матрицы Т – это координаты 

векторов нового базиса в старом базисе. Значит,  

Т=





















1011

111

11,11

.  

 Координаты вектора х в новом базисе определяются 

по формуле:

 






















3

2

1

x

x

x

=Т
–1

.

















3

2

1

x

x

x

. Найдем обратную матрицу Т
–1

:
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Т
–1

=























1,21,1211

21210

1,01,11

.  

Тогда координаты вектора х в новом базисе: 























3

2

1

x

x

x

=























1,21,1211

21210

1,01,11

.

















10

10

1

=





















111

110

11

. 

Ответ: (11, –110, –111).  

 

Задание 5.  

Пусть  x = (х1,х2,х3). Определить, являются ли линейными 

следующие преобразования пространства R
3
. 

 

ВАРИАНТЫ      ЗАДАНИЯ     5  

 
Вариант Формулы преобразований 

1. 

).2 ,5 ,3()(

);2 , ,3()(

);2 ,43 ,2()(

2321

31

2

2321

3213221

xxxxxh

xxxxxxxg

xxxxxxxxf







 

2. 

). , ,35()(

); , ,135()(

); , ,35()(

31232

2

1

31321

312321

xxxxxxxh

xxxxxxg

xxxxxxxf







 

3. 

).1 ,22 ,()(

); ,2 ,()(

); ,32 ,()(

332132

23213

2

2

332132







xxxxxxxh

xxxxxxxg

xxxxxxxf

 

4. 

). , ,()(

);1 , ,()(

); , ,()(

2

321321

21321

321321

xxxxxxxh

xxxxxxg

xxxxxxxf






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5. 

). , ,()(

); , ,()(

);1 , ,()(

313221

3

2

213221

313221

xxxxxxxh

xxxxxxxxg

xxxxxxxf







 
6. 

).32 ,2 ,32()(

);32 ,2 ,32()(

);32 ,2 ,32()(

2

3221321

221321

3221321

xxxxxxxxh

xxxxxxxg

xxxxxxxxf







 

7. 

). ,32 ,135()(

); ,32 ,35()(

); ,32 ,35()(

33221

332

2

321

332321

xxxxxxh

xxxxxxxg

xxxxxxxf







 

8. 

).654 ,32 ,0()(

);654 ,32 ,0()(

);654 ,32 ,0()(

21321

32132

2

1

321321







xxxxxxh

xxxxxxxg

xxxxxxxf

 
9. 

).2 , ,22()(

);2 , ,2()(

);2 , ,2()(

32121

321221

321

2

221

xxxxxxh

xxxxxxxg

xxxxxxxf







 

10. 

). , ,()(

); , ,()(

);1 , ,()(

32132

32

2

132

32132

xxxxxxh

xxxxxxg

xxxxxxf







 

11. 

).32 , ,()(

);2 , ,()(

);2 ,1 ,()(

321312

2

1

32131321

321132

xxxxxxxxh

xxxxxxxxxg

xxxxxxxf







 

12. 

).2 2, ,4()(

); ,5 ,4()(

); ,5 ,4()(

21132

33

2

132

33132

xxxxxxh

xxxxxxg

xxxxxxf







 

13. 

).32 ,2 ,()(

);32 , ,()(

);32 , ,()(

32111

32121

2

1

321211

xxxxxxh

xxxxxxxg

xxxxxxxf







 

14. 

).3 , ,2()(

);3 , ,2()(

);3 , ,12()(

32

2

2321

322321

32221

xxxxxxxh

xxxxxxxg

xxxxxxf






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15. 

). ,2 ,23()(

); ,2 ,23()(

); ,2 ,23()(

3

2

2121

3121

32121

xxxxxxh

xxxxxg

xxxxxxf







 

16. 

). ,23 ,234()(

); ,23 ,234()(

); ,23 ,234()(

2

332321

33221

332321

xxxxxxxh

xxxxxxg

xxxxxxxf







 

17. 

). ,23 ,23()(

);3 ,23 ,23()(

);3 ,23 ,23()(

2

332321

3221

332321

xxxxxxxh

xxxxxg

xxxxxxxf







 

18. 

). ,42 ,2()(

); ,42 ,()(

); ,42 ,()(

3211

321

2

21

32121

xxxxxh

xxxxxxg

xxxxxxf







 

19. 

).2 ,23 ,34()(

);2 ,23 ,34()(

);2 ,23 ,34()(

313221

31321

3132

2

21

xxxxxxxh

xxxxxxg

xxxxxxxf







 

20. 

).3 ,2 ,()(

);3 ,2 ,1()(

);3 ,2 ,()(

1

2

3221

313221

313221

xxxxxxh

xxxxxxxg

xxxxxxxf







 

21. 

).2 ,2 ,22()(

);2 ,2 ,22()(

);2 ,2 ,22()(

33221

33

2

2321

332321

xxxxxxh

xxxxxxxg

xxxxxxxf







 

22. 

). ,5 ,37()(

); ,5 ,37()(

); 1,5 ,37()(

32132

2

32132

32132

xxxxxxh

xxxxxxg

xxxxxxf







 

23. 

).0 , ,23()(

);0 ,1 ,23()(

);0 , ,23()(

2

221

21

221

xxxxh

xxxg

xxxxf







 

24. 

).3 , ,5()(

);3 , ,5()(

);3 , ,5()(

1232

2

2

1232

21232







xxxxxh

xxxxxxg

xxxxxxf
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25. 

). , ,()(

); ,3 ,()(

); , ,()(

32312

2

1

32121

323121

xxxxxxxh

xxxxxxg

xxxxxxxf







 

26. 

). ,21 ,3()(

); ,2 ,3()(

); ,2 ,3()(

13232

13213

2

2

132132

xxxxxxh

xxxxxxxg

xxxxxxxf







 

27. 

).2 ,43 ,432()(

);2 ,43 ,432()(

);2 ,43 ,432()(

312132

2

1

312321

3121321

xxxxxxxxh

xxxxxxxg

xxxxxxxxf







 

28. 

).32 ,43 ,54()(

);32 ,43 ,54()(

);32 ,43 ,54()(

21121

212121

21212

2

1

xxxxxxh

xxxxxxxg

xxxxxxxf







 

29. 

). ,5 ,3()(

); ,5 ,23()(

); ,5 ,3()(

332121

33211

2

332121

xxxxxxxh

xxxxxxg

xxxxxxxf







 

30. 

).32 ,2 ,()(

);32 ,2 ,()(

);32 ,2 ,()(

32111

321211

32121

2

1

xxxxxxh

xxxxxxxg

xxxxxxxf







 

 

Пример 

).2 ,54 ,0()(

);23 ,0 ,2()(

);1 , ,()(

2

31132

32113

32321

xxxxxxh

xxxxxxg

xxxxxxf







 
 Чтобы убедиться, что данное преобразование f явля-

ется линейным, надо проверить, что для любых векторов 

x =(х1,х2,х3) и y =(у1,у2,у3) и любых чисел  и  выполняет-

ся равенство: )βα( yxf  = )(β)(α yfxf  . 

 Проверим это требование для преобразования f . 

)1 , ,()( 32321 xxxxxxf  ,

)1 , ,()( 32321 yyyyyyf  , 
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)(β)(α yfxf  = 

)).1β()1α( ),β()α( ,βα( 3232323211 yyxxyyxxyx 

yx βα  = )βα ,βα ,βα( 332211 yxyxyx  , 

)βα( yxf  = 

).βαβα1 ,βαβα ,βα( 3322332211 yxyxyxyxyx    

Таким образом, у векторов )(β)(α yfxf   и )βα( yxf   сов-

падают первые и вторые координаты. Сравним их третьи 

координаты:  

)1β()1α( 3232 yyxx   и 3322 βαβα1 yxyx  . Эти 

числа совпадают только в том случае, когда +=1, то есть 

не всегда. Значит, равенство )βα( yxf  = )(β)(α yfxf   вы-

полняется не при всех x , y ,  и . Поэтому преобразова-

ние f не является линейным. 

Проверим то же требование для преобразования g . 

)23 ,0 ,2()( 32113 xxxxxxg  , 

)23 ,0 ,2()( 32113 yyyyyyg  , 

)(β)(α ygxg  = 

)).23β()23α( ,0 ),β(2)α(2( 3213211313 yyyxxxyyxx 

yx βα  = )βα ,βα ,βα( 332211 yxyxyx  , 

)βα( yxg  = 

).βαβ22αβ33α ,0 ,βαβ2α2( 3322111133 yxyxyxyxyx    

Таким образом, у векторов )(β)(α ygxg   и )βα( yxg   сов-

падают все координаты, то есть эти векторы равны. Значит, 

равенство )βα( yxg  = )(βg)(αg yx   выполняется при всех 

x , y ,  и . Поэтому преобразование g является линей-

ным. 

Проверим это требование для преобразования h. 
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)2 ,54 ,0()( 2

31132 xxxxxxh  , 

)2 ,54 ,0()( 2

31132 yyyyyyh  , 

)(β)(α yhxh  = 

)).2β()2α( ),5β(4)5α(4 ,0( 2

31

2

31132132 yyxxyyyxxx 

yx βα  = )βα ,βα ,βα( 332211 yxyxyx  , 

)βα( yxh  = 

).)βα(2βα ,β5α5βαβ44α ,0( 2

3311113322 yxyxyxyxyx 

Таким образом, у векторов )(β)(α yhxh   и )βα( yxh   сов-

падают первые и вторые координаты. Сравним их третьи 

координаты:  

)2β()2α( 2

31

2

31 yyxx  = 2

31

2

31 β2βα2α yyxx   и 

2

3311 )βα(2βα yxyx  = 2

3

2

33

2

3

2

11 β2αβ4α2βα yyxxyx  . 

Эти числа совпадают только в том случае, когда 
2

3

2

3 βα yx  = 2

3

2

33

2

3

2 β2α yyαβxx  , то есть не всегда. Значит, 

равенство )βα( yxh  = )(β)(α yhxh   выполняется не при 

всех x , y ,  и . Поэтому преобразование h не является 

линейным. 

Ответ: линейным является преобразование g; преобразо-

вания f и h линейными не являются. 

 

Задание 6.  

Пусть х=(х1,х2,х3), Ах=(х2–х3,х1,х1+х3), Вх=(х2,2х3,х1). Най-

ти f(x) для данного линейного оператора f. 

 

ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЯ   6 

 
Вари-

ант 
f Вари-

ант 
f Вари-

ант 
f 

1. АВ 2.
 А

2 
3. А

2
–В

 

4.
 В

4 
5.

 2А+3В
2 

6. А
2
+В

2
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7. (А–В)
2
 8. ВА 9. 2(В+2А

2
+В

2
) 

10. В(А–В) 11. В
2
+А 12.

 В–2А
2 

13. 3А
2
+В 14. А

2
+В 15.

 А
2
–В

2 

16. 2В–А
2
 17. В(2А–В) 18. А(В+А) 

19. АВ
2
 20. А(В–А) 21. 2(АВ+2А) 

22. В–А+В
2
 23. В

3
 24. В

2
 

25.
 А+ВА–В

 
26. В

2
–2А 27. ВА

2
 

28. В(А+В) 29. А(2В–А) 30. 3В+2А
2
 

 

Пример 

          f=В(2А+В). Сначала запишем матрицы операторов А 

и В в том базисе, в котором задан вектор х. Для этого най-

дем Аe1, Аe2, Аe3, Вe1, Вe2, Вe3, где e1, e2, e3 – этот базис. 

Имеем: Аe1=(0,1,1), Аe2=(1,0,0), Аe3=(–1,0,1); Вe1=(0,0,1), 

Вe2=(1,0,0), Вe3=(0,2,0). Значит,  

А=















 

101

001

110

, В=

















001

200

010

.  

 Теперь найдем матрицу оператора f:  

Мf=В(2А+В)=

















001

200

010























012002112

202002012

0)1(2112002

= 

=

















001

200

010















 

203

202

230

=

















 230

406

202

.  

 Тогда f(х)=Мfх=

















 230

406

202

















3

2

1

x

x

x

=























32

31

31

23

46

22

xx

xx

xx

.  

Ответ: f(х)=(2х1+2х3, 6х1+4х3, 3х2–2х3).  
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Задание 7.   

Доказать, что преобразование f пространства R
3
 являет-

ся линейным и найти его матрицу в том же базисе, в ко-

тором заданы координаты векторов x =(х1,х2,х3) и )(xf . 

Найти ранг и дефект преобразования. 

 

ВАРИАНТЫ      ЗАДАНИЯ     12 

  
Вариант Формула преобразования 

1. ) , ,()( 312132 xxxxxxxf   
2. ) , ,()( 213321 xxxxxxxf   
3. )2 ,2 ,2()( 33221 xxxxxxf   
4. ) , ,4()( 212331 xxxxxxxf   
5. ) , ,2()( 213321 xxxxxxxf   
6. ) ,2 ,()( 22131 xxxxxxf   
7. ) , ,2()( 2132131 xxxxxxxxf   
8. ) ,2 ,2()( 323231 xxxxxxxf   
9. ) ,2 ,()( 2132121 xxxxxxxxf   

10. ) , ,()( 32121 xxxxxxf   
11. ) ,3 ,()( 323212 xxxxxxxf   
12. )4 ,4 ,4()( 313221 xxxxxxxf   
13. ) ,3 ,()( 332321 xxxxxxxf   
14. )2 ,3 ,3()( 23221 xxxxxxf   
15. )3 ,4 ,()( 12131 xxxxxxf   
16. )2 ,3 ,2()( 321321 xxxxxxxf   
17. ) , ,3()( 323121 xxxxxxxf   
18. )2 , ,2()( 31332 xxxxxxf   

19. )3 ,3 ,()( 3231321 xxxxxxxxf   
20. ) ,5 ,2()( 23231 xxxxxxf   
21. )4 ,2 ,5()( 313221 xxxxxxxf 
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22. ) ,2 ,4()( 32131 xxxxxxf   
23. )7 , ,7()( 323221 xxxxxxxf   
24. ) , ,3()( 321321 xxxxxxxf   
25. )7 ,3 ,43()( 322121 xxxxxxxf   
26. ) , ,2()( 323131 xxxxxxxf   
27. ) ,5 ,5()( 33221 xxxxxxf   

28. ) ,53 ,()( 323213 xxxxxxxf   
29. )7 ,53 ,3()( 323231 xxxxxxxf   
30. ) ,4 ,()( 23231 xxxxxxf   

 

Пример 

)2 ,0 ,53()( 32321 xxxxxxf     

1)Чтобы убедиться, что преобразование f является 

линейным, надо проверить, что для любых векторов 

x =(х1,х2,х3) и y =(у1,у2,у3) и любых чисел  и  выполняет-

ся равенство: )βα( yxf  = )(β)(α yfxf  . 

 Проверим это требование. 

)2 ,0 ,53()( 32321 xxxxxxf  , )2 ,0 ,53()( 32321 yyyyyyf  , 

)(β)(α yfxf  = 

)).2β()2α( ,0 ),5β(3)5α(3( 3232321321 yyxxyyyxxx 

yx βα  = )βα ,βα ,βα( 332211 yxyxyx  , 

)βα( yxf  = 

).βαβ2α2 ,0 ,β5α5βαβ3α3( 3322332211 yxyxyxyxyx    

Таким образом, у векторов )(β)(α yfxf   и )βα( yxf   сов-

падают все координаты. Значит, равенство )βα( yxf  = 

= )(β)(α yfxf   выполняется при всех x , y ,  и . Поэтому 

преобразование f является линейным. 
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 2)Чтобы записать матрицу преобразования f, нужно 

найти )( 1ef , )( 2ef  и )( 3ef , где 1e = (1,0,0), 2e = (0,1,0), 

3e = (0,0,1) – базисные векторы.  

Из формулы )2 ,0 ,53()( 32321 xxxxxxf 
 
получаем: 

)( 1ef =(3–0+0,0,0–0)=(3,0,0), )( 2ef =(0–1+0,0,2–0)=(–1,0,2), 

)( 3ef =(0–0+5,0,0–1)=(5,0,–1).  

 Теперь записываем матрицу преобразования – ее 

столбцами являются координаты векторов )( 1ef , )( 2ef  и 

)( 3ef : 

Af =




















120

000

513

. 

 Ранг преобразования f  – это ранг матрицы Af . Если 

вычеркнуть из этой матрицы нулевую строку, получится 

ступенчатая матрица 












120

513
, имеющая 2 строки. 

Значит, ранг преобразования f равен 2. 

 Чтобы найти дефект преобразования f, воспользуем-

ся тем, что сумма ранга и дефекта преобразования про-

странства R
3
равна 3. А поскольку ранг равен 2, то дефект 

равен 1. 

Ответ: Af =




















120

000

513

, ранг f равен 2, дефект f равен 1. 

Задание 8.   

Матрица линейного преобразования f пространства R
3
 за-

дана в базисе 1e , 2e , 3e .  Найти его матрицу в базисе 1g , 

2g , 3g , если 1g = 2 1e + 2e – 3e , 2g = 2 1e – 2e +2 3e , 3g = 3 1e + 3e . 
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ВАРИАНТЫ      ЗАДАНИЯ     8 

 
Вари

ант 
Аf 

Ва-

риант 
Аf Ва-

риант 
Аf 

1. 

















121

120

013

 
   2. 





















135

217

132

 

 

  3. 















 

112

140

112

 

4. 

















112

017

132

 
5. 















 

120

112

132

 
6. 

















 312

132

431

 

    

7.   

















 012

581

234

 
8.  

 

















101

212

217

 
9. 



















111

150

031

 

10. 

















107

512

143

 
11. 

















517

120

013

 
12. 















 

013

120

112

 

        

 

   

   
13. 
















200

121

032

 
14. 















 

103

120

0110

 
15. 

















013

121

505

 

16. 

















121

502

132

 
17. 

















112

320

014

 
18. 

















120

103

021

 

19. 





















211

120

013

 

20. 

















 211

102

031

 
21. 

















320

112

103
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22. 

















 101

321

014

 
23. 

















 211

121

107

 
24. 

















310

012

211

 

25. 

















113

121

102

 
26. 



















122

213

101

 
27. 

















011

102

113

 

28. 

















210

123

201

 

29. 

















121

203

120

 

     

30. 















 

210

203

212

 

      

  

    

       

Пример 

Аf =























678

81520

51115

 

в базисе 1e , 2e , 3e .
 
Найти матрицу 

линейного преобразования f в базисе 1g , 2g , 3g , если 

 1g = 2 1e +3 2e + 3e , 2g = 3 1e +4 2e + 3e , 3g = 1e +2 2e +2 3e . 

 Матрица линейного преобразования f в базисе 

1g , 2g , 3g  имеет вид Т
–1

АfТ, где Т – матрица перехода от 

базиса 1e , 2e , 3e  к базису 1g , 2g , 3g . Столбцами матрицы 

перехода являются координаты векторов 1g , 2g , 3g
 
в базисе 

1e , 2e , 3e . Поэтому Т =

















211

243

132

. Найдем матрицу Т
–1

. 

│Т│= 2
.
4

.
2+3

.
2

.
1+3

.
1

.
1– (1

.
4

.
1+2

.
2

.
1+3

.
3

.
2) = 25 – 26 = –1. 

А11=
21

24
= 6,

 

А21= –
21

13
= –5, А31=

24

13
= 2, 
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А12= –
21

23
= –4, А22=

21

12
= 3, А32= –

23

12
= –1, 

А13=
11

43
= –1, А23= –

11

32
= 1, А33=

43

32
 –1. 

Итак, Т
–1

= –























111

134

256

=























111

134

256

. Отсюда Т
–1

АfТ= 

= 























111

134

256























678

81520

51115

















211

243

132

= 

=























333

268

256

















211

243

132

=

















300

020

001

. 

Ответ: 

















300

020

001

. 

Задание 9.  

Найти собственные значения и собственные векторы матрицы. 

 

ВАРИАНТЫ      ЗАДАНИЯ     9  

 
Ва

ри-

ант 

А 
Ва-

ри-

ант 

А Ва-

ри-

ант 

А 

1. 





















412

015

026

 

  2. 























206

211

307

 
3. 

















 421

113

004

 

4. 

















 153

020

486

 

5. 



















200

137

348

 
6. 



















110

130

213
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7.   



















100

026

225

 

8.  
 





















100

432

612

 

9. 















 

306

016

034

 

10. 



















100

035

168

 

11. 





















205

632

407

 
12. 





















205

724

306

 

13. 

















 421

017

026

 

14. 























207

112

307

 
15. 

















423

511

004

 

16. 





















400

112

256

 
17. 





















223

010

617
 

18. 



















410

210

134
 

19. 





















104

528

306

 
20. 





















213

034

078
 

21. 

















 112

131

003

 

22. 





















102

022

065

 
23. 

















 146

031

022
 

24. 



















300

013

664

 

25. 





















101

036

058

 
26. 

















 264

030

527
 

27. 

















 273

020

546
 

28. 















 

400

212

176

 

29. 

















 213

010

727

 

     

30. 


















450

210

314
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                                        Пример 

А=
















011

101

110

. Чтобы найти собственные значения, нужно 

составить и решить характеристическое уравнение матри-

цы А: А–λЕ=0. 

А–λЕ=













11

11

11

= –λ(λ
2
–1) – 1(–λ–1) + 1(1+λ) = 

= –λ(λ–1)(λ+1)+(λ+1)+(λ+1) = ( λ+1)(– λ
2
+ λ+1+1) = 

= (λ+1)(–λ
2
+λ+2). Получаем характеристическое уравнение: 

(λ+1)(–λ
2
+λ+2)=0. Его корни λ1= –1 и λ2=2 являются собст-

венными значениями матрицы. Найдем для каждого из них 

собственные векторы. 

 1)Пусть λ= –1. Тогда А–λЕ=
















111

111

111

 и собственные 

векторы – ненулевые решения системы (А–λЕ) x = 0 . Эта 

система равносильна одному уравнению х1+х2+х3=0, то есть  

х3 = –х1–х2. Тогда общее решение системы можно записать 

в виде: x =(,β,––β); если x  0 , то  и β не могут быть 

одновременно равны нулю. Значит, собственные векторы, 

соответствующие собственному значению –1, имеют вид: 

x = (,β,––β), где 
2
+β

2
0. Иначе можно записать так:  

x = (1,0,–1)+ β(0,1,–1), где 
2
+β

2
0. 

 2)Пусть λ=2. Тогда А–λЕ=






















211

121

112

; система  
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(А–λЕ) x = 0  имеет вид 















02

02

02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. Решаем систе-

му методом Гаусса: 






















211

121

112
























112

121

211

 























330

330

211

 












330

211
.  

Получаем равносильную систему 








033

02

32

321

xx

xxx
. 

Общее решение системы: x =(,,). Значит, собственные 

векторы, соответствующие собственному значению 2, 

имеют вид: x =(,,), где 0. Иначе можно записать так: 

x =(1,1,1), где 0.  

Ответ: собственные значения –1 (собственные век-

торы x = (1,0,–1)+β(0,1,–1), где 
2
+β

2
0) и 2 ( x = (1,1,1), 

где 0).  
 

Задание 10.  

Найти ортогональный базис линейной оболочки векторов 

а1, а2 и а3. 

ВАРИАНТЫ      ЗАДАНИЯ     10  

 
Вариант а1 а2 а3 

1. (1;0;1) (1;1;0) (1;0;–1) 

2. (–2;1;2) (0;–2;–1) (2;1;–2) 

3. (–1;1;1) (–1;–1;1) (–1;–1;–1) 

4. (1;–1;1) (1;1;–1) (1;1;1) 

5. (–2;0;2) (1;–2;1) (2;–1;–2) 
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6. (1;1;1) (–1;1;1) (1;–1;1) 

7. (1;1;1) (1;1;2) (1;2;3) 

8. (1;3;1) (0;3;0) (3;0;–3) 

9. (2;3;4) (1;–2;1) (1;2;3) 

10. (2;1;2) (–1;2;1) (2;–1;2) 

11. (2;–1;2) (1;2;–1) (2;1;2) 

12. (2;5;1) (4;–2;2) (4;1;3) 

13. (1;0;1) (0;0;2) (0;–1;1) 

14. (–2;1;2) (–4;0;4) (–2;3;3) 

15. (–1;1;1) (0;2;2) (0;2;0) 

16. (1;–1;1) (0;–2;0) (0;–2;2) 

17. (–2;0;2) (–4;1;4) (–3;2;1) 

18. (1;1;1) (0;2;0) (2;0;0) 

19. (1;1;1) (0;–1;–2) (0;0;–1) 

20. (1;3;1) (–2;3;4) (1;0;–1) 

21. (2;3;4) (1;1;1) (1;5;3) 

22. (2;1;2) (0;2;0) (3;–1;1) 

23. (2;–1;2) (0;–2;0) (1;–3;3) 

24. (2;5;1) (–2;4;–2) (–2;7;–1) 

25. (0;1;1) (1;1;0) (0;0;–2) 

26. (–2;–3;1) (0;–2;–1) (4;0;–4) 

27. (0;0;2) (0;–2;–2) (–1;–1;–1) 

28. (0;0;2) (0;2;0) (1;1;1) 

29. (–1;–1;3) (4;–1;–4) (2;–1;–2) 

30. (–2;2;0) (0;–2;0) (1;–1;1) 

 

Пример 

      Найдем ортогональный базис линейной оболочки век-

торов а1=(2,1,3,–1), а2=(7,4,3,–3), а3=(1,1,–6,0), а4=(5,7,7,8). 

Для этого применим процесс ортогонализации, то есть пе-

реход от системы векторов а1,а2,…,аn к системе b1,b2,…,bk 

по следующим формулам: 

11 ab  ,  
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







1

1

2

m

i

i

i

im
mm b

b

ba
ab  для m = 2, …, k (в случае, когда формула 

дает нулевой вектор, он отбрасывается).  

 По этим формулам получаем: 

b1=(2,1,3,–1);  

b2=(7,4,3,–3) – 
2)1,3,1,2(

)1,3,1,2()3,3,4,7(




(2,1,3,–1) = (7,4,3,–3) –  

–
1914

39414




(2,1,3,–1)=(7,4,3,–3) – 2(2,1,3,–1)=(3,2,–3,–1); 

b3=(1,1,–6,0) –
2)1,3,1,2(

)1,3,1,2()0,6,1,1(




(2,1,3,–1) – 

–
2)1,3,2,3(

)1,3,2,3()0,6,1,1(




(3,2,–3,–1) = (1,1,–6,0) –  

–
1914

01812




(2,1,3,–1) – 

1949

01823




(3,2,–3,–1) = 

= (1,1,–6,0) + (2,1,3,–1) – (3,2,–3,–1) = (0,0,0,0) –  

этот вектор в базис не входит; 

b4= (5,7,7,8) –
2)1,3,1,2(

)1,3,1,2()8,7,7,5(




(2,1,3,–1) – 

–
2)1,3,2,3(

)1,3,2,3()8,7,7,5(




(3,2,–3,–1) = (5,7,7,8) – 

– 
1914

821710




(2,1,3,–1) – 

1949

8211415




(3,2,–3,–1) = 

= (5,7,7,8)  – 2(2,1,3,–1) – 0(3,2,–3,–1) = (1,5,1,10). 

 Мы получили три ненулевых вектора: b1=(2,1,3,–1), 

b2=(3,2,–3,–1), b4=(1,5,1,10). Проверим, что эти векторы по-

парно ортогональны: 

b1
.
b2=(2,1,3,–1)

.
(3,2,–3,–1) = 6+2–9+1 = 0; 

b1
.
b4=(2,1,3,–1)

.
(1,5,1,10) = 2+5+3–10 = 0; 

b2
.
b4= (3,2,–3,–1)

.
(1,5,1,10) = 3+10–3–10 = 0.  
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Ответ: ортогональный базис линейной оболочки данных 

векторов образуют векторы (2,1,3,–1), (3,2,–3,–1), 

(1,5,1,10). 

Задание 11.  

Привести квадратичную форму к каноническому виду ме-
тодом Лагранжа. 

 

ВАРИАНТЫ      ЗАДАНИЯ     16  

 
Вариант Квадратичная форма 

1. х1
2
+4х1х2+4х1х3+х2

2
+4х2х3+4х3

2
 

2. 4х1
2
+4х1х2+8х1х3–3х2

2
+4х3

2
 

3. 4х1
2
+8х1х2+4х1х3+х3

2
 

4. 4х1
2
+8х1х2+4х1х3+3х2

2
–2х3

2
 

5. х1
2
+4х1х2+4х1х3+3х2

2
+4х2х3+х3

2
 

6. х1
2
+4х1х2+4х1х3+х3

2
 

7. х1
2
+2х1х2+2х1х3–3х2

2
–6х2х3–2х3

2
 

8. х1
2
+4х1х2+2х1х3+3х2

2
+2х2х3+х3

2
 

9. х1
2
+4х1х3–х2

2
–2х2х3+4х3

2
 

10. х1
2
+2х1х2+2х1х3+х3

2
 

11. х1
2
+4х1х2+4х1х3+8х2

2
+12х2х3+4х3

2
 

12. 4х1
2
+4х1х2+8х1х3+5х2

2
+8х2х3+4х3

2
 

13. 4х1
2
+8х1х2+4х1х3+8х2

2
+8х2х3+х3

2
 

14. 4х1
2
+8х1х2+4х1х3+5х2

2
+8х2х3+4х3

2
 

15. х1
2
+4х1х2+4х1х3+5х2

2
+12х2х3+7х3

2
 

16. х1
2
+4х1х2+4х1х3+8х2

2
+16х2х3+7х3

2
 

17. х1
2
+2х1х2+2х1х3+5х2

2
+10х2х3+4х3

2
 

18. х1
2
+4х1х2+2х1х3+5х2

2
+6х2х3+х3

2
 

19. х1
2
+4х1х3+х2

2
+2х2х3+4х3

2
 

20. х1
2
+2х1х2+2х1х3+2х2

2
+4х2х3+х3

2
 

21. х1
2
+4х1х2+4х1х3+4х2х3+2х3

2
 

22. 4х1
2
+4х1х2+4х1х3–3х2

2
+2х3

2
 

23. 4х1
2
+8х1х2+4х1х3+х3

2
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24. 4х1
2
+8х1х2+4х1х3+3х2

2
–4х3

2
 

25. х1
2
+4х1х2+4х1х3+3х2

2
+4х2х3–х3

2
 

26. х1
2
+4х1х2+4х1х3–х3

2
 

27. х1
2
+2х1х2+2х1х3–3х2

2
–6х2х3–4х3

2
 

28. х1
2
+4х1х2+2х1х3+3х2

2
+2х2х3–х3

2
 

29. х1
2
+4х1х3–х2

2
–2х2х3+2х3

2
 

30. х1
2
+2х1х2+2х1х3–х3

2
 

 

Пример 

       Приведем методом Лагранжа к каноническому виду 

квадратичную форму х1
2
+2х1х2–2х1х3+х2

2
–х2х3+х3

2
. 

1. Выберем ведущую переменную – такую перемен-

ную, которая входит в квадратичную форму и в квадрате, и 

в произведении на другую переменную. Выберем, напри-

мер, переменную х1. 

           2. По ведущей переменной выделим полный квадрат: 

х1
2
+2х1х2–2х1х3+х2

2
–х2х3+х3

2 
= [х1

2
+2х1(х2–х3)+(х2–х3)

2
]– 

–(х2–х3)
2
+х2

2
–х2х3+х3

2 
= (х1+х2–х3)

2
+х2х3. 

Введем новые переменные: у1 = х1+х2–х3, у2 = х2, у3 = х3. То-

гда квадратичная форма примет вид  у1
2
+у2у3.  

3. В квадратичной форме у1
2
+у2у3 ведущую пере-

менную выбрать уже нельзя: у1 входит только в квадрате, а 

у2 и у3 – только в произведении на другую переменную.  

4. Пару переменных, входящих в квадратичную 

форму в виде произведения, примем за сумму и разность 

новых переменных, а переменную, входящую в квадратич-

ную форму в квадрате, сохраним: у1=z1, у2 = z2+z3, у3 = z2–z3. 

Тогда у1
2
+у2у3 = z1

2
+(z2+z3)(z2–z3) = z1

2
+z2

2
–z3

2
. Эта квадра-

тичная форма не содержит произведений переменных, то 

есть имеет канонический вид. 

Ответ: z1
2
+z2

2
–z3

2
. 

 

 

 



 124 

 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

 
1. Ильин В.А., Позняк Э.Г. Аналитическая геометрия. – М.: 

ФИЗМАТЛИТ, 2009.  

2. Ильин В.А., Позняк Э.Г. Линейная алгебра. – М.: ФИЗМАТ-

ЛИТ, 2010.  

3. Клетеник Д.В. Сборник задач по аналитической геометрии. – 

М.: Лань, 2010. 

4. Проскуряков И.В. Сборник задач по линейной алгебре. – М.: 

Лань, 2008. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 125 

Учебно-методическое издание 

 

Арутюнян Елена Бабкеновна 

Родина Елена Викторовна 

 

 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ  ГЕОМЕТРИЯ И  

ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 

 

 

Методические указания 

 

 

___________________________________________ 

 
  Cдано в печать   Тираж 

     Усл.-печ. л.  Формат   Цена 

     Изд. №                                         Заказ 

 

_____________________________________________________________ 

 

127994, Москва, ул. Образцова, 9, стр.9 

Типография МИИТа 

 

 

 

 

 

 

 

 



 126 

МИНИСТЕРСТВО ПУТЕЙ СООБЩЕНИЯ 

РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ 

 

МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ  

УНИВЕРСИТЕТ 

ПУТЕЙ СООБЩЕНИЯ  

___________________________________________ 

 

 

Кафедра «Прикладная математика-1» 

 

Е.Б.Арутюнян, Е.В.Родина 

 

 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

И ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 

 

 

Методические указания 

для студентов 

 направлений УВА, УЗС, УИС, УПИ, УЭМ 

 

 

 

Москва – 2013 
 


